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ПІДХІД ДО ПЕРЕВІРКИ СУПЕРСИНГУЛЯРНОСТІ ЕЛІПТИЧНИХ КРИВИХ  
І ОБЧИСЛЕННЯ ЇХ ПОРЯДКУ

Анотація. Більшість криптосистем сучасної криптографії природним чином можна «перекласти» на еліптич-
ні криві. Ми розглядаємо алгебраїчні криві Едвардса над скінчнним полем, які на даний час є одним з найбiльш пер-
спективних носiїв множин точок, що використовують для швидких групових операцій [1; 2; 14], які наявні в асиме-
тричних криптосистемах, зокрема для побудови випадкових криптостійких послідовностей.

Показано, що проективна крива Ea d,  не є елiптичною. Метою роботи є пошук критерію і достатніх умов супер-
сингулярності кривої Едвардса і еліптичної кривої у формі Монтгомері над простим полем p , а потім узагальнен-
ня цього критерія для скінченного алгебраїчного розширення цього поля до F

pn
. Отриманий результат дозволяє 

побудувати всі суперсингулярні криві Едварса і Монтгомері не розкладаючи на множники многочлен від x  який 
наявний у записі кривої.

В роботі [10] було представлене доведення суперсингулярності кривої Ed  лише для коефіцієнтів d d� � �2 2 1,  
над p , нашою ж метою є дослідження всіх коефіцієнтів при яких ця крива є суперсингулярною. В нашій роботі знай-
дено критерії і достатні умови суперсингулярності кривої Едвардса і еліптичної кривої у формі Монтгомері над 
полем F

pn
, тобто досліджено при яких коефіцієнтах отримується пара кривих зі слідом Фробеніуса рівним 0. При 

цьому криві Монтгомері над полем характристики 2 мають нульовий j-інварівант. Знайдено не тільки конкретну 
множину коефіцієнтів з відповідними характеристиками полів при яких ці криві є суперсингулярними а й загальну 
формулу за якою можна визначити чи є крива суперсингуярною над даним полем чи ні. В роботі узагальнено резуль-
тат про суперсингулярність кривої над p  отриманий в [10] для коефіцієнтів d d� � �2 2 1,  на випадок довільного 
розширення простого поля 

pn
 та уточнено формулювання теореми 3 з [10]. Зроблено аналогічне дослідження і для 

еліптичних кривих у формі Монтгомері. 
Ключові слова: скінченне поле, еліптична крива, крива Едвардса, порядок кривої, квадратичний лишок, символ 

Лежандра, алгебраїчна крива, група точок еліптичної кривої, порядок точки, криві кручення.

APPROACH TO CHECKING THE SUPERSINGULARITY OF ELLIPTIC CURVES  
AND CALCULATING THEIR ORDER

Abstract. Most cryptosystems in modern cryptography can naturally be “translated” into elliptical curves. We consider 
algebraic Edwards curves over a finite field, which are currently one of the most promising carriers of sets of points used for 
fast group operations [1; 2; 14], which are available in asymmetric cryptosystems, in particular for the construction of random 
cryptocurrency sequences.

It is shown that the projective curve Ea d,  is not elliptical. The aim of this work is to find a criterion and sufficient conditions 
for the supersingularity of the Edwards curve p  and an elliptic curve in the form of Montgomery over a simple field and 
then generalize this criterion for a finite algebraic extension of this field to F

pn
. The obtained result allows us to construct all 

supersingular curves of Edwards and Montgomery without factorizing the polynomial from which the curve is present in the 
record.

In [10], the proof of the supersingularity of a curve Ed  was presented only for the coefficients d d� � �2 2 1,  over p , and 
our goal is to study all the coefficients at which this curve is supersingular. In our work we found the criteria and sufficient 
conditions for the supersingularity of the Edwards curve and the elliptic curve in the form of Montgomery over the field F

pn
,  
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ie we investigated at what coefficients a pair of curves with a Frobenius trace equal to 0. The Montgomery curves over the field 
of characteristic 2 have zero j-invariant. Not only a specific set of coefficients with the corresponding characteristics of the 
fields at which these curves are supersingular is found, but also a general formula by which it is possible to determine whether 
the curve is supersingular over a given field or not. The paper summarizes the result on the supersingularity of the curve over 
p  obtained in [10] for the coefficients d d� � �2 2 1,  in the case of arbitrary expansion of a simple field 

pn
 and clarifies the 

formulation of Theorem 3 from [10]. A similar study was performed for elliptic curves in the form of Montgomery.
Key words: finite field, elliptic curve, Edwards curve, curve order, quadratic excess, Legendre symbol, algebraic curve, 

group of elliptic curve points, point order, torsion curves.

Вступ. Вперше криві Едвардса Ed  представлено Едвардсом в роботі [1] і розвинуті в роботі Берн-
штейна і Ланге [2]. Відомо, що суперсингулярні криві, на відміну від несуперсингулярних, над алгебра-
їчно замкненим полем, зокрема, над ℂ, мають не комутативне кільце ендоморфізмів End (ℂ). Внаслідок 
чого суперсингулярні криві окрім n -мультиплікативного множення, наділені ще і комплексним мно-
женням.

Ще більш складні властивості суперсингулярні криві мають над скінченними полями. Ці властиво-
сті ще далеко не повністю вивчено, а класи суперсинулярних кривих над 

pn
 ще не знайдено. Ці власти-

вості викликають інтерес як з точки зору теорії кілець ендоморфізмів, так і з точки зору алгебраїчної 
геометрії. Їх дослідження є одною з цілей даної роботи.

Одною з головних задач даного дослідження є узагальнення результата про суперсингулярність 
кривої отриманого в [10] для коефіцієнтів d d� � �2 2 1,  над p  на випадок довільного не простого поля 

pn

 та виправлення неточності у кількості точок афінної кривої Едвардса над полем характеристики 
p ≡7 8(mod ) , яка була в теоремі 3 з [10]. Окрім цього метою нашого дослідження є пошук всієї мно-
жини параметрів при яких крива Ed  стає суперсингулярною. Не менш важливою метою цієї роботи є 
проведення аналогічного дослідження для еліптичних кривих у формах Монтгомері і Веєрштрасса. Су-
персингулярність кривих Едвардса досліджувалася в [10] лише для простих полів p , тому наша мета 
дослідити її над скінченим алгебраїчним розширенням тобто над полем – 

pn
. 

Актуаліність даного питання полягає в тому, що в еліптичній криптографії дуже важливо знати ті 
криві, які є суперсингулярними (ті, що мають нульовий j-інварівант при p =2 ), бо вони є крипографіч-
но слабкими. Корисною є відсутність ділення точки на 2 при виконанні подвоєння точки на суперсин-
гулярних кривих. Водночас одними з найбільш придатних для швидких обчислень є криві Едвардса 
[14], що потребують найменших обчислювальних затрат для проведення групової операції додавання 
точок а також подвоєння точок. 

Суперсингулярність кривих Едвардса раніше досліджувалася лише в [10] і лише для простих полів 
p  і автори обмежилися доведенням суперсингулярності лише для кривої з коефіцієнтами d d� � �2 2 1, ,  
тому задача дослідження її над скінченим алгебраїчним розширенням тобто над полем – 

pn
 є новою. 

Авторами статті [10] було знайдено суперсингулярність кривої Ed  лише для коефіцієнтів 
d d� � �2 2 1,  і d � � � �( )/( ( ))3 2 3 2  над p  при відповідних p , метою нашої статті є пошук множини 
всіх коефіцієнтів при яких ця крива є суперсингулярною. 

Метою роботи є пошук критерію і достатніх умов суперсингулярності кривої Едвардса і еліптичної 
кривої у формі Монтгомері над полем F

pn
, тобто досліджено при яких коефіцієнтах над полями відпо-

відної характристики ці криві мають нульовий j-інварівант. 
Властивості скрученої кривої Едвардса.
З точки зору алгебраїчної геометрії, крива Едвардса не є еліптичною, бо є сингулярною.
Криві Едвардса також як і скручені криві Едвардса мають афінне представленя ізоморфне деякій 

афінній частині еліптичної кривої, що містить в порядку групи кривої множник 4, що доведено автором 
в [8] у твердженні про необхідні і достатні умови існування точок 8-го порядку.

Згідно теореми Хассе порядок групи алгебраїчної кривої N p tE � � �1 . Якщо слід Фробеніуса t =0 , 
то маємо вироджену пару кривих (крива Е і крива зі скрутом), тому порядки обох кривих співпадають 
і рівні N pE � �1 . Такі криві є суперсингулярними кривими. Таким чином, порядок групи точок для су-
персингулярних кривих над простим полем рівний N pE � �1 , тому період генератора криптостійкої 
послідовності [7] є мінімальним серед еліптичних кривих над заданим полем. 

Данi кривi задовольняють самим сильним вимогам по стiйкостi до MOV-атаки, про що неодноразово 
зазначалось у працях вітчизняних [7; 9; 11; 12; 20] та закордонних вчених [3; 4; 21]: неможливiсть за-
стосувати цей метод забезпечується через вiдсутнiсть можливостi вкласти групу точок кривої в муль-
типликативну групу поля достатньо малого порядку. Для цього достатньо, щоб мінімальне натуральне 
t , p mod Nt

E≡1 | |  було достатньо великим. Для скручених кривих Едвардса t NE� �| | 1 , що є максималь-
но можливим. Великою перевагою є можливість побудови скрученої кривої Едвардса порядку 4p p, ∈P ,  
тому не може бути використана атака підміни точки, що належить рекомендованій кривій на точку 
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зі скрученої кривої тобто так званої кривої кручення. Також це не дає противнику використовувати 
китайську теорему про лишки для визначення секретного ключа [4], бо маємо великий множник p  в 
| |NE . З точки зору алгебраїчної геометрії, крива не є еліптичною, бо є сингулярною. 

Також важливість визначення не суперсингулярності еліптичної кривої для побудови генерато-
рів випадкових чисел є показано в роботі [5] для побудови “elliptic curve power generator” генератора 
”Naor–Reingold” використовують не суперсингулярну еліптичну криву і її точку P  великого просто-
го порядку, якщо ж порядок l  точки P  не простий, то вибирають початкове заповнення e  таке, що 
e l,� � �1 . У випадку побудови такого генератора ще важливо і те, що для суперсингулярних кривих від-

сутня операція ділення при подвоєнні точки. 
Особливі точки скрученої кривої Едвардса.
Розглянемо скручену криву Едвадрса �Ea ,d  

ax y dx y a d F ad a d d p a dp
2 2 2 21 0 1 2� � � � � � � � �, , , ( ) , , , ,* �                                     (1)

При a d=  крива перетворюється до вигляду ax y ax y2 2 2 21� � �  звідки ax ax y y2 2 2 21 0� � � �  або 
ax y y2 2 21 1 0( ) ( )� � � � . Отже, крива розкладається у добуток двох пар прямих ( )( )ax y2 21 1 0� � � . Якщо 
a =1 , то �Ea ,d  перетворюється у криву �Ed . З умови гладкості знаходимо особливі точки афінної кривої.

Для цього зробимо проективiзацiю кривої. Нехай x X

Z
y

X

Z
= =, , тоді a x

z

y

z
d
x y

z

2

2

2

2

2 2

4
1� � � , звідси 

F x, y z ax z y z z dx y( , )� � � �2 2 2 2 4 2 2  перевіримо умови гладкості (для алгебраїчних кривих поняття глад-

кості і нормальності спів падають. 
Пошукаємо інші корені в припущенні z =0  коренем є також точка ( , , ) ( , , )0 0 0 1 00y = . Тобто маємо 2 

особливi точки p1 1 0 0= ( , , )  і p2 0 1 0= ( , , ) . Це прості особливості. 
Особливими точками є (нескінченно віддаленні точки) ( , , )1 0 0  і ( , , )0 1 0 , тому маємо особливості на 

нескінченності у відповідних афінних компонентах
A az y z z dy1 2 2 2 4 2: � � �  і A ax z z z dx2 2 2 2 4 2: � � � .

Опишемо будову локального кільця в точці p1 , його елементами є дроби з функцій виду 

F x y z
f x y z

g x y z
( , , )

( , , )

( , , )
= , знаменники яких не обертаються в 0 у точці p1 . Локальне кільце, що має особли-

вості в 2-ух точках має функції у яких знаменники не діляться на ( )( )x y− −1 1 .

Знайдемо �p
p�dim

p

, де p – локальне кільця в особливій точці р, це кільце породжується відно-

шеннями регулярних функцій p � � � �
�
�
�

�
�
�

f

g
g x y: ( ,( )( ))1 1 1 , p – ціле замикання локального кільця в 

особливій точці p . Позначимо �p
p

p
� �dim


 1  розмірність фактора як векторного простору. Оскільки, 

базис розширення p  над p  складається з одного елемента в кожній з двох особливих точок, то �p �1 .

Отже, підрахуємо род кривої за Рідом [13] � � � ��
*( ) (C)

( )( )
C

n n
p

p E
p

p E

� � �
� �

� � � �
� �
� �1 2

2
3 2 1� � � ��

*( ) (C)
( )( )

C
n n

p
p E

p
p E

� � �
� �

� � � �
� �
� �1 2

2
3 2 1  бо 

n= 4 . де ��( )C  – арифметичний рід кривої C , параметр n degC= = 4 .
Оскільки вона роду 1, то вона ізоморфна плоскій кубічній кривій але не є еліптичною, бо має осо-

бливості в проективній частині. Крива Едварса як і скручена крива Едвардса ізоморфна деякій афін-
ній частині еліптичної кривої. Нормалізація кривої Едвардса – крива в формі Веєрштраса, що запро-
понована Монтгомері EM  [2].

Суперсингулярні криві Едвардса і еліптичні криві в формі Монтгомері. 
Для виявлення суперсингулярних кривих, згідно дослідженням Кобліца [16], можна скористатися 

пошуком таких параметрів при яких крива і відповідна їй крива зі cкрутом мають однакові кількості 
розв’язків.

Як показано в [2] крива E d1,  є кривою кручення для E
d1 1, − . Також в більш загальному випадку для 

кривої Ea d,  перехід до кривої кручення задається відображенням x y x y x
y

, , ,� � � � � �
�
�

�

�
�

1  [2]. Тому ско-

ристаємося цим відображенням для пошуку суперсингулярних кривих. Ми виявили суттєву неточність 

в роботi [10], в умовi суперсингулярностi для кривої Едвардса E d1, . Бiльш точно, якщо p mod � � � �3 8 ,  
то не маємо виродженої (суперсингулярної) пари кривих, не дивлячись на те, що це стверджують-
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ся в теоремi 3 з [10]. Крiм того якщо p mod� � �7 8 , то порядки пари скручених кривих є наступними 
N N pE E2 2

1 3� � �� , що не спiвпадає з p  + 1 , як це стверджується в теоремi 3 з [10]. Це підтверджують 
приклади, так якщо p =31 , то N N pE E2 2

1 3 28� � � ��  над p , що не дорівнює p+1 . Також ми узагальнили 
теорему 3 з [10], отримавши умови суперсингулярності цих кривих не тільки для простого поля а й для 
його алгебраїчного розширення 

pn
 довільної скінченної степені n . 

Зауваження 1. Має місце симетрія квадратів лишків: 

( ) ( ) ( ), .
p

k
p

k p k
p�

� �
�

� � � �
�1

2

1

2
1 0

1

2
2 2 mod  

Доведення. Справді, виконується конгруенція 

( ) (( ) ) (( ) )(mod )
p

k p
p

k
p

k p
�

� � �
�

� � � �
�

� �
1

2

1

2
1

1

2
1 .

 Отже,

( ) ( )
p p�

� �
�

�
1

2
1

1

2
22 2 ,( ) ( ) , ... ,( ) ( ) (mod ).

p p p
k

p
k p

�
� �

�
�

�
� �

�
� �

1

2
2

1

2
3

1

2

1

2
12 2 2 2  

Без квадратів маємо антисиметричну конгруенцію 

( ) ( )( )
p

k
p

k modp
�

� � �
�

� �
1

2

1

2
1 .

Нагадаємо лему про суму степенів [6].
Лема 1. Нехай k∈ , p∈ . Тоді

k
modp n p

modp n p
n

k

p

�

�

� �
� �

� �
�
�
�1

1 0 1

1 1

( ), ( ),

( ), ( ),



  
 

Теорема. Якщо p mod� � �� � �3 4  і p  – просте число, то для d =2  і d � �2 1  кiлькостi точок кривої 
x y dx y2 2 2 21� � �  та кривої x y d x y2 2 1 2 21� � � �  над Fp  спiвпадають i дорівнюють N pE � �1  якщо, 
p ≡3 8(mod )  та N pE �� � �3 , якщо p ≡7 8(mod ) . Над полем F

pn
, де n mod≡1 2( ) , порядки вище вказаних 

кривих N pE
n� �1 , якщо p ≡3 8(mod )  і N pE

n� �3 , якщо p ≡7 8(mod ) .
Доведення. Розглянемо криву 

x y x y2 2 2 21 2� � �                                                                                   (2)

Перетворимо рівняння (1) на y x

x
2

2

2

1

2 1
�

�
�

. У випадку p ≡ 3 (mod 8) вираз 2x2–1 зі знаменника не може 

бути нулем, бо ( )
2

1
p
� � . Тому за умови p mod≡3 8� �( )  крива y x x2 2 21 2 1� � �( )( )  має стільки ж точок, що і 

(1), бо для кожного x  з Fp  символ Лежандра від елементів ( ) ( )– / –x x2 21 2 1  та ( )( )– –x x2 21 2 1  буде одна-
ковим. У випадку p ≡7 8(mod )  крива y x x2 2 21 2 1� � �( )( )  буде мати на 2 точки більше, ніж (1), оскільки 

з’являться точки ( , )
1

2
0  і ( , )−

1

2
0 , бо ( )

2
1

p
≡ .

Отже, потрібно показати, що число N2 , що рівне кількості точок на кривій
y x x2 2 21 2 1� � �( )( ) ,                                                                               (3)

задовільняє умову N p2 1≡ (mod )  для p ≡3 8(mod )  і N p2 1� � (mod )  для p ≡7 8(mod ) . Тоді матимемо 
N p2 1�� � �  для p mod≡3 8� �( )  та N p2 1�� = –  для p ≡ 7 (mod 8). (Випадки N2 1=  або N p2 2 1� �  неможливі, бо
N2 2≥  і N p2 2 2� � , бо випадки ( )x2 1 0� �  і ( )2 1 02x � � дають лише один розв’язок рівняння (2), де y =0  
на відміну від 2-ох розв’язків коли ліва частина (2) є лишком.) Звідси слідуватиме твердження про кіль-
кість точок на вихідній кривій (1).

Покажемо, що кількість розв’язків рівняння y x x2 2 21 2 1� � �( )( ) тобто N2 , порівнянна з 
( )mod− −− −a a pp p2 2 1 , де a ap p2 2 1− −,  – коефіцієнти многочлена, бо коефіцієнти при інших степенях згідно 
з Лемою 1 конгруентні 0 за modp. Тому, порівняння N a a pp p2 2 2 1� � �� � (mod )  слідує з леми 1. Обчислимо 
значення символу Лежандра [17,18,19] від лівої частини рівняння y x x2 2 21 2 1� � �( )( )  за допомогою 

формули Ейлера ( ) ( ) ...x x a a x a x
p p

p
p2

1

2 2
1

2
0 1 2 2

2 21 2 1� � � � � �
� �

�
� .

Для фіксованого значення x  кількість розв’язків рівняння (2) дорівнює 1
1 2 12 2

�
� �

(
( )( )

)
x x

p
, де 

a

p

�

�
�

�

�
� – символ Лежандра. Як відомо, a

p
a p
p�

�
�

�

�
� �

�1

2 (mod ) , тому для фіксованого x  кількість розв’язків 
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рівняння (2) порівнянна за модулем р з 1 1 2 12 2
1

2� � �
�

(( )( ))x x
p

. Отже, підсумовуючи за всіма x , маємо 

N p
p

x

p p p

2
2 2

1

2

0

1
2

1

2 2
1

21 1 2 1 1 2 1� � � � � � � �
�

�

� � �

� ((x )( x )) (x ) ( x ) modpp
x

p

�

�

�
0

1

. Перетворимо вираз (x ) ( x )2
1

2 2
1

21 2 1− −
− −p p

, 

за допомогою бінома Ньютона маємо (x ) ( x )2
1

2 2
1

21 2 1� � �
� �p p

N C x C xp
k k

p
k

x

p

p
j j j

p
j

x

p

2 1

2

2
1

2

0

1

1

2

2
1

2

0

1 2 1� � ��

�
�

�

�

�

�
�

�
�( ( ) )( ( ) )

��

�
1

.  

З цих дужок виберемо степені, що рівні p−1  і додавши їх отримаємо коефіцієнт при xp−1 . 

Звідси отримуємо, що a
p

pp

p p

2 2

1

2

1

21 2
2

�

� �

� � � ( )(mod ) .
Отже, 

N
p

a pp2 1

2
� � � �( ) (mod )                                                                               (4)

Для випадку 8 3k + маємо 
Нам потрібно було довести, що N p2 1≡ (mod )  при p ≡3 8(mod ) , N p p 82 1 7� � �(mod ), (mod ) . Тобто 

треба буде показати, що N
p

a pp2 1

2
� � � �( ) (mod )  для p ≡3 4(mod ) . Це буде слідувати з (3), якщо ми пока-

жемо, що a pp� �1 0(mod ) . Тоді розв’язків буде або p−1 або p+1 . Знайдемо ap−1 . Згідно з формулою біно-
ма Ньютона ap−1  рівний коефіцієнту при xp−1  в добутку двох дужок і при підстановці у нього 2 замість 

x  є таким ( ) ( )�
�

�
�

�

�1 2
1

2
1

2

2

0

1

2p
j

p
j

j

p

C , тобто має форму зворотнього полінома. Справді
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pC C C

22

2

0

1

2
j

j

p

) .
�

�

�  

Покажемо що за умови p ≡3 4(mod )  виконуватиметься 2 01

2

2

0

1

2
j

p
j

j

p

C p( ) (mod )�
�

�

�� .

Домножимо кожен біноміальний коефіцієнт у попередній сумі на p−1

2
! :

( )!
( )( )...( )( )!
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p p p
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1 21
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2
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Помітимо, що має місце симетрія квадратів лишків: 

( ) ( ) ,
p

j
p

j j
p�

� �
�

� � � �
�1

2

1

2
1 0

1

2
2 2 , 

Справді квадрати мають місце наступні конгруенції ( ) ( )
p p�

� �
�

�
1

2
1

1

2
22 2 , ( ) ( )
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2
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2
32 2 ,  

…, ( ) ( ) (mod )
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k
p

k p
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� �
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1
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2
12 2 . Без квадратів маємо антисиметричну конгруенцію 
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Використаємо конгруенції описані у зауваженні 1, тобто ( ) ( )( )
p

k
p

k modp
�
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�

� �
1

2

1

2
1  запишемо 

добутки які конгруентні

 ( )( )...( ) [( )...( )]( )
p p p

j
p p p

j
� �

�
�

� � �
�

�
�

�
�

� �
1

2

1

2
1

1

2
1

1

2
1

1

2

1

2
1

pp
j

p
�
�

1

2 (mod ) .

Переставивши множники бачимо, що з властивості 1 слідує:
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Піднісши дві частини до квадрату, отримаємо:

(( )! ) ( ) ( ) ...( ) (mod )
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j p j pp
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Покажемо, як обчислити N p2(mod ) .
Помітимо, що для заданого x  кількість розв’язків рівняння y x x mod2 2 21 2 1� � �( )( ) p  конгруент-

но значенню суми виразів 1 1 2 12 2
1

2� � �
�

(( )( )) modx x p
p

 по x  від 0 до p−1  всіх значень виразу. 
Отже,

N x x
p p
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Вираз ( ) ( )x x
p p

2
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2 2
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21 2 1− −
− −

 – це деякий многочлен a x a x a x ap
p

p
p

2 2
1

2 3
2

1 0�
�

�
�� � � �... .

Для всіх i p� �0 1 2 2, ..., , окрім i p� �2 2  і i p� �1 , сума xi

x

p

�

�

�
0

1

рівна 0 за модулем p.

Для i p� �2 2  і і p� �1  ця сума порівняна з -1, що слідує з Леми 1.

Тому ( ) ( ) (mod )x x a a p
p p

x

p

p p
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1
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2 2 11 2 1� � � � �
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Дослідимо величину − −− −a a pp p2 2 1(mod )  окремо а саме, покажемо, що 
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� �a a p
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pp p2 2 1
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1 7 8
(mod )

(mod )
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,

Для цього потрібно обчислити a p2 2−  і ap−1 .

a p2 2− , очевидно, рівне 2
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2
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2 2 1( ) ( ) , тому, що це коофіцієнт в многочлені  
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)  при xp−1 . Оскільки p ≡3 4(mod ) , то ( )� � �
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Нагадаємо, що ( )
2

p
=  

� �
�

�
�
�

1 3 8

1 7 8

, (mod )

, (mod )

p

p
.

Отже, в обох випадках потрібно довести співвідношення ( ) (mod )C pp
j j

j

p

�
�

�

� �1

2

2

0

1

2

2 0 , з якого слідувало б 

N p2 1� � (mod ) при p ≡7 8(mod ) і N p2 1≡ (mod )  при p ≡3 8(mod ) .
Залишилося довести, що

( ) (mod )C pp
j j

j

p

�
�

�

� �1

2

2

0

1

2

2 0

при p ≡3 4(mod ) .
Взагалi, для випадку довiльного d Fp∈ *  мiркуючи аналогiчно отримали б, що при p ≡3 4(mod )  крива 

Ed  є суперсингулярною якщо i тiльки якщо виконано спiввiдношення 

( ) (mod )C d pp
j j

j

p
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0                                                                                (6)

Розглянемо многочлен P x j j
p

x j
j

p

( ) ( ) ...( )� � �
�

�

�

� 1
1

2
2 2

0

1

2 . Тому достатньо показати, що: P p( ) (mod )2 0≡  

або в більш загальному випадку P d p( ) (mod )≡0 .
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Використовуючи конгруенцію (4) отримуємо, що ( ) ( )
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лено x . 
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2
 по-
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2 . Нехай 

y x� �1 . Позначимо R y P x( ) ( )=  це буде для випадку y � �1 2  це зведе випадок x � �1 2  до y =1 . Ця 
заміна зводить многочлен P x( ) , при x =2  до многочлена R x( )−1 від x � �1 1 , тобто P x R x( ) ( )� �1 , що 
зручно зокрема і для диференціювання, можна вважати, що R у( )  це многочлен P y( )  від нової змінної 
y x� �1 . Зауважимо, що в силу лiнiйностi замiни, диференцiювання за y  i за x  спiвпадають. Застосує-

мо диференцiювання для перетворення многочлена P(х) до такого вигляду, де явно видно потрiбний 
коефiцiєнт ap−1 . 
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y =1 . Помітимо, що ( ( ) ) ( ...
( ) ( )

y y y C y C y Cp
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p
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2
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( ) ( )( )...( ) .y p p
p
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p p

2
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2

1

21 2
1

2
1 Всі доданки, окрім пер-

шого, стануть рівними 0. Тому R y
p
p

y y
p
p

j
p p p

( )
( )!

( )!
( ( ) )
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1
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2 ...( )j
p
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j

j
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2 1
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1

2

.

Нам потрібно показати, що a P R pp� � � � �1 1 1 1 0( ) ( ) (mod ).  Маємо 

R
p
p

C j j
p

p
j

j

p

( )
( )!

( )!
( )...( )1

1
1

2

1
1

21

2
0

1

2�
�
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� �
�

��

�

� .                                                             (7)

Помітимо, що

 ( )...( )
p

j
p

j
p�

� �
�

� �
�

�
1

2
2

1

2

1

2
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� � � �

��

1 1
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2
1 1
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j j
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j j
p

( )...( ) ( )...( ),

Саме тому, симетричні доданки в (7) скорочуються. 

Тут ми використано те, що ( )� � �
�

1 1
1

2

p

, так, як p Mk� �3  і p k
�

� �
1

2
2 1.

Значить, P R( ) ( )2 1 0= = , що і потрібно було.

Отже, ( ) (mod )C pp
j

j

p

��

�

�� 1

2

2

0

1

2 0 , що завершує доведення основної частини теореми.

Аналогічний результат матиме місце для кривої x y x y2 2 1 2 21 2� � � � . 
Дійсно для доведення аналогічного твердження щодо кривої x y x y2 2 1 2 21 2� � � � потрібно показати, 

що ( ) (mod )C pp
j j

j

p

�
�

�

�

� �1

2
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0

1

2

2 0 . Для отримання останньої формули враховуємо, що має місце ( ) ( )
2 2 1

p p
�
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 тоді 

рівність ( ) (mod )C pp
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j
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2 0  слідує з вже доведеної формули ( ) (mod )C pp
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j

p

�
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�
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2 0 , якщо її домножи-
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1

2
−

−p
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Як наслідок маємо, що криві x y x y2 2 2 21 2� � �  і x y x y2 2 1 2 21 2� � � �  мають однакове число точок для 
p k� �4 3  (тобто для p k� �8 3  і p k� �8 7 ). На цьому твердження про доведення.

Доведемо твердження про порядок групи над розширенним полем.
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Використовуючи теорему Степанова [15] результат можна узагальнити для довільного pn , де 
n 2≡1(mod ) . Відомо, що якщо y P x2 = ( ) , де P x( )  многочлен степені d , над полем F

pn
 має кількість роз-

вязків рівну p w wn n
d
n� � � �1 1... , де w wd1 1,..., −  – деякі комплексні числа. 

Позначимо кількість точок на кривій Монтгомері над 
pk

 як NM k,  а на кривій Едвардса як NE k, .
Порядок NM k,  групи кривої Монтгомері v u u u2 3 26� � �  над F

pk
, яка є біраціонально еквівалент-

ною до кривої x y x y2 2 2 21 2� � � , обчислюється за допомогою теорем Степанова і Деліня [15; 16]: 
N pM

k k k� � �� �1 2 , де �i
k �  і � � �1 2 1 2k k

i p i� � � �,| | , , . Тобто знайдуться такі � �1 2, � , що для всіх k∈  
вірна рівність N pM

k k k� � �� �1 2 . Оскільки N pM =  для k =1 , то звідси маємо � �1 2 0� �  або � �1 2� � . 
Згідно з теоремою Деліня: | |�i p� . А для еліптичної кривої виконується � �1 2�  [15], тому враховую-
чи, що виведене вище � �1 2 0� � , яке слідувало з N pM ,1 = , маємо � �1 2� � �i p i p, . Звідси для парних 

k  маємо, що N p pM k
k

k

, ( )� � �2 2 . Для непарних k  маємо � �1 2 0k k� � , тому N pM k
k

, = .
В силу того, що при k mod≡1 2( )  порядок відповідної кривої МонтгомеріN pM k

k
, ,= то кількість точок 

у образі при переході від EM  до (2) є N p
d

pE k
k

, ( )� � �1 2  для випадку p ≡3 4(mod )  і k mod≡1 2( ) , бо заміна 

y u u� � �( )/( )1 1  відображає 2 точки 4-го порядку, кривої Монтгомері, з координатою u � �1  на нескін-
ченність, тобто не у точку з афінної площини. 

Цілком зрозуміло, що значеннями d � � �1 2 2 1, ,  не вичерпується множина параметрів при яких крива 
Едвардса суперсингулярна. 

Наслiдок 1. Якщо коефiцiєнт d  кривої Ed  задовольняє рiвняння суперсингулярностi 

( ) (mod )C d pp
j j

j

p

�
�

�

� �1

2

2

0

1

2

0  дослiджене в теоремi 1, то Ed  має p d

p
− −1 2( )  точок над Fp  а бiрацiонально 

еквiвалентна [2, 12, 13, 14] їй крива EM  має p +1 точок над Fp . 

Доведення. З доведення теореми 1 слiдує, що конгруенцiя (6) тобто ( ) (mod )C d pp
j j

j

p

�
�

�

� �1

2

2

0

1

2

0  є визна-

чальною для виконання умови суперсингулярностi. З вище сказаного слiдує, що суперсингулярнiсть 

кривої Едвардса рiвносильна тому, що рiвняння (1) або рiвносильне йому y dx x2 2 21 1�� � � � , має в Fp  

рiвно p d

p
� �

�

�
�

�

�
�1 2  розв’язкiв. Це випливає з формули кiлькостi точок (4) виведенiй у теоремi 1 i умови 

a modpp� �1 0( ) , що забезпечує виконання умови суперсингулярностi (6), при цьому враховано наявнiсть 
2 особливих точок проективної кривої F(x;y;z), що знайденi у роздiлi 1. А це рiвносильно тому, що уза-
гальнене рiвняння (3), яке має вигляд 

y dx x2 2 21 1� � �( )( )                                                                                (8)

має рiвно p d

p

d

p
p

d
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� �

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� � �
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�

�

�
�1 2 1 ( )  розв’язкiв. Справдi кожний розвязок рiвняння (1) вiдповi-

дає розв’язку рiвняння (8), але (8) має ще розвязки, при яких dx2 1 0� �  їх стiльки скiльки є квадратних 

коренiв з d  в Fp , тобто 1�
�

�
�

�

�
�

d

p
. Тому твердження, що x y dx y2 2 2 21� � �  має p d

p
� �

�

�
�

�

�
�1 2  розвязків рів-

носильна тому, що рівняння y dx x2 2 21 1� � �( )( )  має p d

p

d
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p
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p
� �

�
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�

�

�
� � �
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�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�1 2 1 ( ) .

Отже, суперсингулярнiсть кривої Едвардса рiвносильно тому, що рiвняння (8) має 

p
d

p

d

p
p

d

p
� �

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�1 2 1 . Як показано вище кiлькiсть розв’язкiв (2) конгруентна 

− −− −( )a a modpp p2 2 1 , де коефiцiєнти многочлена dx x a x a
p p

p
p2

1

2 2
1

2
2 2

2 2
01 1�� � �� � � � �

� �

�
� ... . Тому якщо  

� � � �
�

�
�

�

�
��a a p

d

p
pp p2 1 mod  тобто a modpp� �1 0( ) , то крива Едвардса є суперсингулярною. Ви-

падки N
d

pEd
� �

�

�
�

�

�
�  і N p

d

pEd
� �

�

�
�

�

�
�2  є неможливими в силу нерівності 2 2 2� � �N pEd

. Дійс-



67Інформаційні технології та суспільство. Випуск 1. 2021

Інформаційні технології та суспільство. Випуск 1. 2021

но вона має хоч 2 розв’язки y =0 , x � �1  а більше ніж 2 2p−  розв’язків вона мати не може, бо  
для x � �1  є існує один можливий y =0  а для інших значень x  не більше ніж 2 можливих y . 

Отже, результат теореми 1 можна розширити на всі d Fp∈ * , що його задовольняють умову (6). Супер-
сингулярній кривій Ed  відповідає суперсингулярна крива EM , що має p+1  точок серед яких 1 нескін-
ченно віддалена.

Наслідок 2. Якщо виконується умова ( ) (mod )C d pp
j j

j

p

�
�

�

� �1

2

2

0

1

2

0 , то крива Монтгомері 

u d v d v d v2 3 21 2 1 1� �� � � � � �� �( )  для непарних k  має рівно pk  афінних точок над 
pk

. 
Доведення. Як доведено в теоремі 3.4 [2] кожна крива Монтгомері над скінченним полем k ,  

char k( ) (mod )≡3 4  є біраціонально еквівалентною кривій Едвардса. З формули біраціонального ві-

дображення над k char k, ( )≠2  кривої Ea d,  в EM  були отримані коефіцієнти кривої EM : A a d

a d
�

�
�

 2
( )

( )
 і 

B
a d

�
�

 
4  [2]. 

Отже, образом знайденої нами супeрсингулярної кривої Ed , де коефіцієнт d  задовольняє вказану 

в умові конгруенцію є крива EM : 4
22 3 2

a d

a d

a d
u v v v

�
�
�

� � �  враховуючи, що a =1  отримуємо еліптичну 

криву у формі Монтгомері 4

1
2

1

1
2 3 2

�
�
�

� � �
d

d

d
u v v v , з відповідними коефіцієнтами B

d
�

�
4

1
, A d

d
�

�
�

2
1

1
. 

Оскільки d ≠1 , маємо рівняння еквівалентної еліптичної кривої 4 1 2 1 12 3 2u v v vd d d� � �� � �( () ( ) ) .
Кінець доведення Наслідку 2. З умови наслідку 2 і з її біраціональної еквівалентності кривій Ed  легко 

отримується, що властивiстю суперсингулярностi володiють i кривi Ed  з коефiцiєнтами d � �17 12 2  і 
d � �17 12 2  при p ≡7 8(mod ) випадок p ≡3 8(mod )  не можливий в силу не існування 2 .

Наслідок 3. Якщо коефіцієнт кривої Едвардса d =2  і pk ≡3 4(mod ) , то в полі F
pk

 кількість розвязків 
y u u u2 3 26� � �  рівна pk . Кількість розв’язків y2 2 21 2 1� � �(x )( x )  рівна pk +1  і pk −1  при pk ≡7 8(mod ) . 

Відповідно крива (1) має pk +1  при pk ≡3 4(mod )  і pk −3  при pk ≡7 8(mod ) .
Доведення цього наслідку слідує безпосередньо з Наслідків 1 і 2.
Сформулюємо спосіб знаходження суперсингулярної еліптичної кривої у формі Веєрштрасса. 
Зауваження 2. Суперсингулярній еліптичній кривій у канонічній формі Веєрштрасса 

y x ax b2 3� � �  ізоморфна суперсингулярна еліптична крива Монгомері EM .
Для зведення кривої EM  до канонічної форми Веєрштрасса поділимо рівняння кри-

вої 4 1 2 1 12 3 2u v v vd d d� � �� � �( () ( ) )  на 4 і до отриманної кривої u v v v av bv axd d d2 1 3 2 3 24 1 2 1 1� � � � � �� � �� (( ( )) ( ) )

u v v v av bv axd d d2 1 3 2 3 24 1 2 1 1� � � � � �� � �� (( ( )) ( ) )  застосуємо заміну t v
b

a
� �

3
, де a d� � �( )1 4 1 , b d� ��2 11( ) . Ця крива буде супер-

сингулярною еліптичною кривою у формі Веєрштрасса.
Висновки. Було знайдено умову, у вигляді конгруенції з наслідку 1, на коефіцієнти кривої Едвардса, 

яка є необхідною і достатньою для суперсингулярності цієї кривої це дозволило описати всю множи-
ну параметрів при яких є суперсингулярною. Узагальнено результата про суперсингулярність кривої 
отриманого в [10] для коефіцієнтів над на випадок довільного не простого поля та виправлено неточ-
ності у кількості точок афінної кривої Едвардса над полем характеристики, яка була в теоремі 3 з [10]. 
Дослідження дозволило знайти критерій суперсингулярності еліптичних кривих у формі Монтгомері, 
що дає можливість перевіряти криві на придатність до використання в якості носія групи точок для 
побудови крипто систем та електронно-цифрового підпису на еліптичній кривій.
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