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РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ КОМБІНАТОРНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ ІГРОВОГО ТИПУ НА ПЕРЕСТАНОВКАХ 
З ОБМЕЖЕННЯМИ НА СТРАТЕГІЇ ОДНОГО ГРАВЦЯ 

Задачі комбінаторної оптимізації на множині перестановок все частіше зустрічаються на практиці та потре-
бують дослідження і розв’язання, тому постає необхідність розробки нових та модифікації вже існуючих методів 
для їх розв’язування.

Мета роботи – запропонувати нові методи розв’язування задач комбінаторної оптимізації ігрового типу на 
множинах перестановок, побудувати алгоритм розв’язування таких задач. Провести аналіз його складності, зокре-
ма, дати теоретичну оцінку методу.  

Методологія. Для створення алгоритму розв’язування задач комбінаторної оптимізації ігрового типу на пере-
становках з обмеженнями на стратегії одного гравця використовувалися методи комбінаторної оптимізації та 
математичного програмування.

Наукова новизна. У рамках дослідження задач комбінаторної оптимізації ігрового типу було вивчено можли-
вість використання монотонного ітераційного алгоритму для розв’язування даного класу задач  на множинах пе-
рестановок. У роботі проведено опис алгоритму розробленого монотонного ітераційного методу для пошуку ціни 
гри для розв’язування задач комбінаторної оптимізації ігрового типу на множині перестановок з обмеженнями на 
стратегії одного гравця. Розглянутий монотонний ітераційний алгоритм включає одинадцять кроків і дозволяє 
знайти ціну гри, заданої матрицею довільної вимірності та множиною пронумерованих перестановок – стратегі-
ями першого гравця. 

Проведено оцінку складності запропонованого алгоритму. Для зручності викладення матеріалу введено необ-
хідні позначення та пояснення.  При розрахунку складності алгоритму визначено асимптотичну верхню границю з 
точністю до постійного множника. Знайдено теоретичну оцінку часу роботи монотонного ітераційного методу. 
Результати дослідження сформульовано у вигляді теореми з послідовно викладеним обґрунтованим доведенням. 

Представлено ілюстративний приклад з метою застосування розробленого алгоритму. Детально розписано 
розв’язок завдання відповідно до кроків алгоритму. Проведено порівняння отриманого результату з розв’язками 
за іншими методами, зокрема, шляхом переходу від ігрової задачі комбінаторної оптимізації ігрового типу на мно-
жині перестановок  до пари двоїстих задач лінійного програмування для матричної гри з платіжною матрицею 

mailto:oksanachernenko7@gmail.com
mailto:aka.jeita@gmail.com
mailto:lena@olhovsky.name


43Information Technology and Society. Issue 3 (5). 2022

Information Technology and Society. Issue 3 (5). 2022

та  ітераційним методом. Підтверджено коректність отриманих результатів на основі співпадіння відповідей, 
отриманих трьома різними способами.

Висновки. Монотонний ітераційний метод дає змогу швидко отримати значення ціни гри із заданою точністю 
та оптимальну стратегію першого гравця, причому, як було встановлено, кількість кроків методу слабко зале-
жить від розмірності задачі. 

Розроблений алгоритм монотонного ітераційного методу дозволив провести порівняння результатів з раніше 
відомими методами для підтвердження їх коректності.

Ключові слова: комбінаторна оптимізація, монотонний ітераційний метод, теоретична оцінка складності 
методу.

SOLVING GAME-TYPE COMBINATORIAL OPTIMIZATION PROBLEMS ON PERMUTATIONS WITH 
CONSTRAINTS ON THE STRATEGIES OF ONE PLAYER

Problems of combinatorial optimization for multiple permutations are increasingly encountered in practice and require 
research and solution, therefore there is a need to develop new and modify existing methods for their solution.

The purpose of the work is to propose new methods of solving combinatorial optimization problems of the game type on 
multiple permutations, to build an algorithm for solving such problems. Conduct an analysis of its complexity, in particular, give 
a theoretical assessment of the method.

Methodology. Combinatorial optimization and mathematical programming methods were used to create an algorithm 
for solving game-type combinatorial optimization problems on permutations with restrictions on the strategies of one player.

Scientific novelty. As part of the study of game-type combinatorial optimization problems, the possibility of using a 
monotone iterative algorithm for solving this class of problems with multiple permutations was studied. The paper describes the 
algorithm of the developed monotonic iterative method for finding the price of the game for solving problems of combinatorial 
optimization of the game type on a set of permutations with restrictions on the strategy of one player. The considered monotonic 
iterative algorithm includes eleven steps and allows finding the price of the game given by a matrix of arbitrary dimension and 
a set of numbered permutations – the strategies of the first player.

The complexity of the proposed algorithm was evaluated. For the convenience of presenting the material, the necessary 
designations and explanations have been introduced. When calculating the complexity of the algorithm, an asymptotic upper 
bound is determined with accuracy up to a constant factor. A theoretical estimation of the working time of the monotone 
iterative method was found. The results of the research are formulated in the form of a theorem with a consistently presented 
substantiated proof.

An illustrative example is presented for the purpose of applying the developed algorithm. The solution of the task is described 
in detail according to the steps of the algorithm. The obtained result is compared with solutions by other methods, in particular, 
by moving from the game problem of combinatorial optimization of the game type with multiple permutations to a pair of dual 
problems of linear programming for a matrix game with a payment matrix and an iterative method. The correctness of the 
obtained results was confirmed based on the coincidence of the answers obtained in three different ways.

Conclusions. The monotone iterative method allows us to quickly obtain the value of the price of the game with a given 
accuracy and the optimal strategy of the first player, and, as it was found, the number of steps of the method depends weakly 
on the dimension of the problem.

The developed algorithm of the monotonic iterative method made it possible to compare the results with previously known 
methods to confirm their correctness.

Key words: combinatorial optimization, monotonic iterative method, theoretical evaluation of the complexity of the 
method.

Постановка проблеми в загальному вигляді та її зв'язок з важливими науковими чи практич-
ними завданнями. Задачі комбінаторної оптимізації на комбінаторних множинах все частіше зустрі-
чаються на практиці та потребують дослідження і розв’язування [1-9]. Окремим класом можна виді-
лити задачі комбінаторної оптимізації ігрового типу з обмеженнями, що визначені різними типами 
комбінаторних конфігурацій. Даний клас задач є доволі новим, а отже потребує розробки нових та до-
слідження вже існуючих методів. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. У роботі [2] розглянута постановка задачі комбінаторної 
оптимізації ігрового типу з обмеженнями, що визначені множиною перестановок на стратегії одного 
гравця. У [3] запропоновано, а у [4] обґрунтовано ітераційний метод розв’язування задач комбінатор-
ної оптимізації. У [5] розглянута оцінка швидкості збіжності даного методу. У роботі [6] проведено по-
рівняння відомих методів розв’язування ігрових задач та наведені числові експерименти.

У даній публікації розглядається алгоритм модифікованого ітераційного методу для розв’язування 
задач комбінаторної оптимізації ігрового типу та проведена оцінка складності роботи алгоритму.

Постановка завдання. В даній публікації пропонується розглянути алгоритм модифікованого іте-
раційного методу для розв’язування задач комбінаторної оптимізації ігрового типу та провести оцінку 
складності його роботи.

Виклад основного матеріалу дослідження.  Для математичної моделі задачі з роботи [2] розгля-
немо алгоритм її розв’язування, а саме, задачі комбінаторної оптимізації ігрового типу з обмеженнями, 
що визначені множиною перестановок на стратегії одного гравця. Монотонний ітераційний метод, як 
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ітераційний процес, дозволяє знайти υ  – ціну гри ГА, що задана матрицею ( )ijA a′ ′=  вимірності m n×  та 
множиною пронумерованих перестановок ( )x

mE Pν  – стратегіями першого гравця.
На нульовому кроці перший гравець обирає довільну перестановку 
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допоміжний вектор c0, як вектор скалярних добутків стовпців матриці A′  та вектору-перестановки x0, 
координати якого зважені координатами γ0, тобто 
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де 1iγ =  – ймовірність  використання перестановки x x .
Крок 1. Встановлюється початковий номер ітерації N рівний 1, N = 1.
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Крок 3. Формується матрична гра ГN
 ⊂ ГА як підгра гри ГА з матрицею ( )N N

ijA a= , де Nj J∈ , Nj J∈ .
Крок 4. На основі ГN формується матрична l γ×  ( )l γ≥  гра з матрицею BN. Для цього визначається 

множина EN перестановок xN, кожна з яких доставляє максимальне на множині перестановок ( )x
mE Pν  

значення скалярного добутку стовпців матриці AN та перестановок з ( )x
mE Pν . Якщо перестановок, які 

для певного стовпця матриці AN дають максимальне значення, декілька, то обираються в EN всі такі 
перестановки, ( )N x

mE E Pν⊂ . Кількість перестановок в EN при цьому позначається l. Величина l може 
бути в межах від одного до m! (в гіршому випадку, коли 
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ij i

B b
γ=

=
=  

1
tj it

m
N N

ij
t

b a x
=

=∑  

li J∈  
Nj J∈  

( )1 ,...,N N N N
i i imx x x E= ∈  

li J∈  
l γ=  

( )N x
i mx E Pν∈  

( )1 ,...,N N N
lγ γ γ=    

( )1
,...,

m

N N N
i i ix x x=  

). Зі значень скалярних добут-
ків стовпців матриці AN та перестановок NE з EN  утворюється матрична гра з матрицею ( ) 1,

1,l

jN
ij i

B b
γ=

=
= , де 

 

( ) ( )
1 2

0 0 0 0, ,...,
m

x
mx x x x x E Pτ τ τ τ ν= = ∈ , ( )0 0,0,...,0,1,...,0γ = , 

LJτ ∈  

( )x
mE Pν  

( )x
mL E Pν=  

0 0 0

1

m

j tj t
t

c a xτ τγ
=

′=∑ , nj J∀ ∈ , ( )0 0 0
1 ,...,cnc c=  

1iγ =  
0x xτ=  

1 1min
n

N N
jj J

cυ − −

∈
=  

{ }1 1
1 ,...,N N NJ j jγ

− −=  
1Nυ −  

1arg min
n

N N
jj J

J c −

∈
=  

N
AГ Г⊂   

AГ  

( )N N
ijA a=   

mi J= , Nj J∈ . 

( )x
mE Pν  

( )N x
mE E Pν⊂  

ij ma const i J′ = ∀ ∈  

( ) 1,

1,l

jN
ij i

B b
γ=

=
=  

1
tj it

m
N N

ij
t

b a x
=

=∑  

li J∈  
Nj J∈  

( )1 ,...,N N N N
i i imx x x E= ∈  

li J∈  
l γ=  

( )N x
i mx E Pν∈  

( )1 ,...,N N N
lγ γ γ=    

( )1
,...,

m

N N N
i i ix x x=  

, li J∈ , Nj J∈ , ( )1 ,...,N N N N
i i imx x x E= ∈ , де li J∈ . Слід зауважити, що l γ= , якщо кожне максимальне 

значення скалярних добутків стовпців з AN та ( )N x
i mx E Pν∈  досягається тільки на одній перестановці. 

Крок 5. Розв’язується гра з матрицею BN. Визначається ( )1 ,...,N N N
lγ γ γ=    – ймовірність перестановок 

( )1
,...,

m

N N N
i i ix x x= , li J∈  що відповідають рядкам матриці BN.

Крок 6. Визначається вектор ( )1 ,...,
N N N

nc c c=    за формулою:  

1 1

l m
N N N
j i it tj

i t
c x aγ

= =

 ′=  
 

∑ ∑ , nj J∀ ∈ .                                                                    (3)

Крок 7. Розглядається  гра з матрицею вимірності 2 х n: 
1 1

1

1

...

...

N N
n

N N
n

c c

c c

− − 
 
 
  

.

Визначається оптимальна стратегія ( )1 ,N Nα α− , 0 1Nα≤ ≤  першого гравця в цій грі. При цьому 

( )( )1arg max min 1
NN
jN jj

c c
α

α α α−= − +  .                                                                 (4)

Крок 8. Якщо 0Nα = , то зупинка алгоритму з ціною гри 1Nυ −  та ймовірностями застосування страте-
гій-перестановок, що складають вектор γN, інакше – перехід на наступний крок алгоритму.

Крок 9. Обчислюється значення вектору ( )1 ,...,N N N
Lγ γ γ=  за наступною формулою: 

( ) 11N N N
N Nγ α γ α γ−= − +  ,                                                                           (5)

де N
ix  – це вектор довжини L, утворений з координат вектора N

ix , розташованих згідно нумерації 
перестановок N

ix  в множині ( )x
mE Pν , інші елементи – нулі.

Крок 10. Визначаються компоненти вектору ( )1 ,...,N N N
nc c c=  за формулою:

( ) 11
NN N

N Nc c cα α−= − +  .                                                                          (6)
Крок 11. Збільшується номер N ітерації на 1, виконується перехід на крок 2 алгоритму.
Оцінка складності алгоритму монотонного ітераційного методу
Для алгоритму монотонного ітераційного методу було проведено оцінку складності. Введемо  

позначення: 
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– Рі – кількість перестановок на поточній ітерації і (при виявленні однакових елементів);
– Sі – кількість стратегій, які використовуються на поточній ітерації;
– O(mlogm) – відома складність алгоритму сортування;
–  n3 та 3

iS  – необхідний машинний час для двоїстого симплекс-методу [10; 11].
При розрахунку складності алгоритму потрібно визначити асимптотичну верхню границю з точні-

стю до постійного множника [11]. Для функції g(n) позначка ( ( )) ( )O g n f n=  [3] означає множину функ-
цій таких, що існує додатна константа c і n0 такі, що О ≤ f(n) ≤ cg(n) для всіх 0n n≥ . 

Підрахуємо: 
61

1
j j

i
T c τ

=

= ∑ :

13 14 20 21 26 31 40 451( )T c c c c c c c c= + + + + + + + +

1 2 3 15 16 22 23 32 33 41 42( )m c c c c c c c c c c c+ + + + + + + + + + + +

4 5 8 9 10 11 12 34 35 43 44 46 47 48(c c c c c c c c c c c c c cn+ + + + + + + + + + + + + + +

49 50 51 52 6 7 17 18 19c c c c ) ( ) ( )i in m c c S c S m c c+ + + + + ⋅ + + ⋅ + ⋅ ⋅ + +

24 25 27 28 29 30 36 37 38 39( ) ( ) ( )i i iP c c c c c c P n c c P n m c c+ ⋅ + + + + + + ⋅ + + ⋅ ⋅ + +
2 3 2 3

0 2 3 1 4 5( ) ( ) ( ) ( !) ( ) ( )i iT m T n T S T P T n T n+ + + + + + +

6( log ) ( log ) ( log ) (1)i iO m m O m m O P P T+ + + +

або
(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i iT O O m O n O n m O S O S m O P= + + + ⋅ + + ⋅ + +

( ) ( ) ( log ) ( log ) ( log )i i i iO P n O P n m O m m O m m O P P+ ⋅ + ⋅ ⋅ + + + +

(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i iT O O m O n O n m O S O S m O P= + + + ⋅ + + ⋅ + + .
Враховуючи, що 

 

(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i iT O O m O n O n m O S O S m O P= + + + ⋅ + + ⋅ + +  
( ) ( ) ( log ) ( log ) ( log )i i i iO P n O P n m O m m O m m O P P+ ⋅ + ⋅ ⋅ + + + +  

2 3 2 3
0 1 2 3 4 5 6( ) ( !) ( ) ( ) ( ) ( ) (1)i iT m T P T n T S T n T n T+ + + + + + + . 

( ) ( )iT f O f=  
(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i iT O O m O n O n m O S O S m O P= + + + ⋅ + + ⋅ + +  

( ) ( ) ( log ) ( log ) ( log ) ( )i i i iO P n O P n m O m m O m m O P P O m+ ⋅ + ⋅ ⋅ + + + + +  
2 3 2 3( !) ( ) ( ) ( ) ( ) (1)i iO P O n O S O n O n O+ + + + + + . 

 
0 : ( ( )) ( ( ))c cO f n O f n∀ > =  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i iT O m O n O n m O S O S m O P O P n= + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ +  

2 3 3( ) ( log ) ( log ) ( !) ( ) ( ) ( )i i i i iO P n m O m m O P P O P O n O S O n+ ⋅ ⋅ + + + + + + . 
 

( )lim
( )n

f n c
g n→∞

= < ∞  

( ( )) ( ( )) ( ( ) ( ))O f n O g n O f n g n+ = +  
( )lim
( )n

f n
g n→∞

= ∞  

( ( )) ( ( )) ( ( ))O f n O g n O f n+ =  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i iT O m n O n m O S P O S m O P n O P n m= + + ⋅ + + + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +  
2 3 3( log ) ( log ) ( !) ( ) ( ) ( )i i i iO m m O P P O P O n O S O n+ + + + + + =  

3( ) ( log ) ( !) ( )i iO P n m O m m O P O n= ⋅ ⋅ + + + =  
3( log ! )i iO P n m m m P n= ⋅ ⋅ + + + . 

 
3( log ! )i iT O P n m m m P n= ⋅ ⋅ + + +  
3( log ! )i iT O P n m m m P n= ⋅ ⋅ + + +  

1 2 3
5 3 1
3 2 4

A
 
 =  
 
 

 

( )x
mE Pν  

( )1 0.1;0.3;0.6x =  
( )2 0.1;0.6;0.3x =  
( )3 0.3;0.1;0.6x =  
( )4 0.3;0.6;0.1x =  
( )5 0.6;0.1;0.3x =  
( )6 0.6;0.3;0.1x =  

 приймаємо:
(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i iT O O m O n O n m O S O S m O P= + + + ⋅ + + ⋅ + +

( ) ( ) ( log ) ( log ) ( log ) ( )i i i iO P n O P n m O m m O m m O P P O m+ ⋅ + ⋅ ⋅ + + + + +
2 3 2 3( !) ( ) ( ) ( ) ( ) (1)i iO P O n O S O n O n O+ + + + + + .

Враховуючи, що 0 : ( ( )) ( ( ))c cO f n O f n∀ > = , маємо

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i iT O m O n O n m O S O S m O P O P n= + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ +
2 3 3( ) ( log ) ( log ) ( !) ( ) ( ) ( )i i i i iO P n m O m m O P P O P O n O S O n+ ⋅ ⋅ + + + + + + .

Відомо, що якщо ( )lim
( )n

f n c
g n→∞

= < ∞ , то ( ( )) ( ( )) ( ( ) ( ))O f n O g n O f n g n+ = +  та якщо ( )lim
( )n

f n
g n→∞

= ∞ , то 

( ( )) ( ( )) ( ( ))O f n O g n O f n+ = . З огляду на це складність алгоритму набуде вигляду:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i iT O m n O n m O S P O S m O P n O P n m= + + ⋅ + + + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +
2 3 3( log ) ( log ) ( !) ( ) ( ) ( )i i i iO m m O P P O P O n O S O n+ + + + + + =

3( ) ( log ) ( !) ( )i iO P n m O m m O P O n= ⋅ ⋅ + + + =
3( log ! )i iT O P n m m m P n= ⋅ ⋅ + + + .

Тобто маємо:
3( log ! )i iT O P n m m m P n= ⋅ ⋅ + + + .

Таким чином, доведено теорему:
Теорема. Час роботи монотонного ітераційного методу має оцінку: 3( log ! )i iT O P n m m m P n= ⋅ ⋅ + + + .
Ілюстративний приклад

Нехай задана матрична гра 3 3×  із платіжною матрицею 

 

(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i iT O O m O n O n m O S O S m O P= + + + ⋅ + + ⋅ + +  
( ) ( ) ( log ) ( log ) ( log )i i i iO P n O P n m O m m O m m O P P+ ⋅ + ⋅ ⋅ + + + +  

2 3 2 3
0 1 2 3 4 5 6( ) ( !) ( ) ( ) ( ) ( ) (1)i iT m T P T n T S T n T n T+ + + + + + + . 

( ) ( )iT f O f=  
(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i iT O O m O n O n m O S O S m O P= + + + ⋅ + + ⋅ + +  

( ) ( ) ( log ) ( log ) ( log ) ( )i i i iO P n O P n m O m m O m m O P P O m+ ⋅ + ⋅ ⋅ + + + + +  
2 3 2 3( !) ( ) ( ) ( ) ( ) (1)i iO P O n O S O n O n O+ + + + + + . 

 
0 : ( ( )) ( ( ))c cO f n O f n∀ > =  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i iT O m O n O n m O S O S m O P O P n= + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ +  

2 3 3( ) ( log ) ( log ) ( !) ( ) ( ) ( )i i i i iO P n m O m m O P P O P O n O S O n+ ⋅ ⋅ + + + + + + . 
 

( )lim
( )n

f n c
g n→∞

= < ∞  

( ( )) ( ( )) ( ( ) ( ))O f n O g n O f n g n+ = +  
( )lim
( )n

f n
g n→∞

= ∞  

( ( )) ( ( )) ( ( ))O f n O g n O f n+ =  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i iT O m n O n m O S P O S m O P n O P n m= + + ⋅ + + + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +  
2 3 3( log ) ( log ) ( !) ( ) ( ) ( )i i i iO m m O P P O P O n O S O n+ + + + + + =  

3( ) ( log ) ( !) ( )i iO P n m O m m O P O n= ⋅ ⋅ + + + =  
3( log ! )i iO P n m m m P n= ⋅ ⋅ + + + . 

 
3( log ! )i iT O P n m m m P n= ⋅ ⋅ + + +  
3( log ! )i iT O P n m m m P n= ⋅ ⋅ + + +  

1 2 3
5 3 1
3 2 4

A
 
 =  
 
 

 

( )x
mE Pν  

( )1 0.1;0.3;0.6x =  
( )2 0.1;0.6;0.3x =  
( )3 0.3;0.1;0.6x =  
( )4 0.3;0.6;0.1x =  
( )5 0.6;0.1;0.3x =  
( )6 0.6;0.3;0.1x =  

 за умовою, що на стратегії пер-

шого гравця накладаються комбінаторні обмеження, що визначені перестановками ( )x
mE Pν  з множи-

ни { }0.1;0.3;0.6xP = . Знайти ціну гри ЗКОІТП та ймовірність застосування стратегій-перестановок пер-
шим гравцем. Нехай перестановки пронумеровані так: ( )1 0.1;0.3;0.6x = ; ( )2 0.1;0.6;0.3x = ; ( )3 0.3;0.1;0.6x = ; 

( )4 0.3;0.6;0.1x = ; ( )5 0.6;0.1;0.3x = ; ( )6 0.6;0.3;0.1x = , а 3! 6L = = .
Крок 0. Перший гравець обирає довільну перестановку ( ) ( )0

1 2 3, , x
mx x x x E Pν= ∈ . Нехай ( )0 0.1;0.3;0.6x = , 

( )0 1;0;0;0;0;0γ = .
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Визначаємо допоміжний вектор c0, кожен елемент якого cj
0 це скалярний добуток стовпця j матриці 

A та перестановки x0, тобто 
3

0

1
j ij i

i
c a x

=

= ∑ , nj J∀ ∈ , ( )0 0
1 ,..., nc c c= . Застосувавши до умови задачі, отримаємо: 

( )0 3.4;2.3;3.0c = .
Крок 1. Встановлюємо номер ітерації N =1.
Крок 2. Визначаємо 0υ  за (4.1), { }0 0min min 3.4;2.3;3.0 2.3

n
jj J

cυ
∈

= = =  та за (4.2) визначаємо  множину ін-
дексів J0, 1arg min

n

N N
jj J

J c −

∈
= , на яких досягається 0υ , { }0 2J = .

Крок 3. Формуємо матричну гру Г1  ⊂ ГА як підгру гри ГА з матрицею ( )1
ijA a= , де 3i J= , 0j J∈ :

1

2
3
2

A
 
 =  
 
 

.

Крок 4. На основі ГN сформуємо матричну 1l ×  гру. Для цього визначимо (за теоремою 3.1 з [1]) переста-
новки EN, які доставляють максимальне на множині перестановок Emv(Px) значення скалярного добутку 
елементів стовпців матриці 1NA A=  та перестановки. Згідно умови задачі ( ) ( ){ }1 0.1;0.6;0.3 ; 0.3;0.6;0.1E = . 

Отримаємо матрицю B1, яка на поточній ітерації складається з двох рядків: 1 2.6
2.6

B  
=  

 
. 

Крок 5. Розв’язавши матричну гру з отриманою матрицею B1, визначимо оптимальну страте-
гію. У нашому випадку отримано розв’язок  ( )1

0,1γ = , відповідно до якого оптимальною стратегією є 
( )1

1 0.3;0.6;0.1x = .
Крок 6. За (3), визначаємо вектор ( )1 1 1

1c ,..., nc c=   , тобто:
� ( )1

1 1 0.3 1 0.6 5 0.1 3 3.6c = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ = , � ( )1
3 1 0.3 3 0.6 1 0.1 4 1.9c = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ = , � ( )1

3 1 0.3 3 0.6 1 0.1 4 1.9c = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ = ,

таким чином ( )1 3.6;2.6;1.9c = .
Крок 7. Розглянемо гру  з матрицею 

1 1
1

1

...
...

N N
n

N N
n

c c
c c

− − 
 
  

 вимірності 2 n× :

0

1

3.4 2.3 3
3.6 2.6 1.9

c
c

   
=   

  
.

Розв’язавши цю матричну гру, отримаємо оптимальну стратегію першого гравця ( )0.5;0.5 .  
При цьому в ролі α1  обираємо значення, яке задовольняє (4). Тобто 1 0.5α = .

Крок 8. α1 ≠ 0 , тому переходимо на наступний крок алгоритму.
Крок 9. Обчислюємо значення вектору ( )1 ,...,N N N

Lγ γ γ=  за (5), маємо:

( )( ) ( ) ( )1 1 0.5 1;0;0;0;0;0 0.5 0;0;0;1;0;0 0.5;0;0;0.5;0;0γ = − + = .

Крок 10. Визначаємо компоненти вектору ( )1 1 1
1 ,..., nc c c=  за (6), отримаємо: 

( )( ) ( ) ( )1 1 0.5 3.4;2.3;3 0.5 3.6;2.6;1.9 3.5;2.45;2.45c = − + = .
Крок 11. Збільшуємо номер N ітерації на 1, переходимо на крок 2 алгоритму.
Крок 2. Визначаємо  1υ  як ( )1 min 3.5;2.45;2.45 2.45

nj J
υ

∈
= = . Визначаємо  множину індексів 1J , на яких до-

сягається 1υ , { }1 2;3J = .
Крок 3. Формуємо матричну гру Г2  ⊂  ГА  як підгру гри ГА з матрицею ( )2

2
ij

A a= , де mi J= , 1 1j J∈ : 

2

2 3
3 1
2 4

A
 
 =  
 
 

.

Крок 4. Для знаходження вектору 
2

x  визначаємо перестановки, що складають множину 
( ) ( ) ( ){ }2 0.1;0.6;0.3 ; 0.3;0.6;0.1 ; 0.3;0.1;0.6E = . Сформуємо матрицю B2 матричної гри:

Крок 5. Розв’язавши отриману на попередньому кроці гру з матрицею B2, визначимо перестановки 
 ( )2

1 0.1;0.6;0.3x =  та  ( )2
2 0.3;0.1;0.6x = , що відповідають визначеній стратегії  ( )2

0.72, 0, 0.28γ = .
Крок 6. Визначаємо вектор 

2
c  за (3). Тобто ( )2

3.61;2.46;2.46c = .
Крок 7. Складемо гру з матрицею вимірності 2 n× :

1

2

3.5 2.45 2.45
3.61 2.46 2.46

c

c

   
=   

   
.

Розв’язавши дану гру знайдено оптимальну стратегію ( )0; 1  першого гравця в цій грі. При цьому 2α  
обираємо за (4). Отримали 2 1α = . 
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Крок 8. 2 0α ≠ , тому переходимо на наступний крок алгоритму.
Крок 9. Обчислюємо значення вектору ( )1 ,...,N N N

Lγ γ γ=  за (5), маємо:

( ) ( )2 1 0;0.72;0.28;0;0;0 0;0.72;0.28;0;0;0γ = = .

Крок 10. Визначаємо компоненти вектору ( )2 2 2
1 ,..., nc c c=  за (4.6), отримаємо: 

( ) ( )2 1 3.61;2.46;2.46 3.61;2.46;2.46c = ⋅ = .

Крок 11. Збільшуємо номер 2υ  ітерації на 1, переходимо на крок 2 алгоритму.
Крок 2. Визначаємо 2υ  як ( )2 min 3.61;2.46;2.46 2.46

nj J
υ

∈
= = . Визначаємо  множину індексів 2J , на яких 

досягається 2υ , { }2 2;3J = .
Крок 3. Формуємо матричну гру Г3 ⊂  ГА як підгру гри ГА з матрицею ( )3

3
ij

A a= , де mi J= , 2 2j J∈ :

 3

2 3
3 1
2 4

A
 
 =  
 
 

.

Крок 4. Для знаходження вектору 
3

x  визначаємо перестановки, що складають множину  
E3 = ( ) ( ) ( ){ }3 0.1;0.6;0.3 ; 0.3;0.6;0.1 ; 0.3;0.1;0.6E = . Сформуємо матрицю B3 матричної гри: 

3

2.6 2.1
2.6 1.9
2.1 3.4

B
 
 =  
 
 

.

Крок 5. Розв’язавши отриману на попередньому кроці гру з матрицею B3, визначимо перестановки 
 ( )3

1 0.1;0.6;0.3x =  та  ( )3
2 0.3;0.1;0.6x = , що відповідають визначеній стратегії  ( )3

0.72, 0, 0.28γ = .

Крок 6. Визначаємо вектор 
3

c  за (3). Тобто ( )3
3.61;2.46;2.46c = .

Крок 7. Складемо гру з матрицею вимірності 2 n× :
2

3

3.61 2.46 2.46
3.61 2.46 2.46

c

c

   
=   

   
 .

Розв’язавши дану гру знайдено оптимальну стратегію ( )1;0  першого гравця в цій грі. При цьому 3α  
обираємо за (4.4). Отримали 3 0α = . Оскільки виконався критерій зупинки алгоритму ( 3 0α = ), то вихід 
з алгоритму з ціною гри 3 2.46υ υ= =  та ймовірністю використання стратегії ( )0.3;0.1;0.6 , рівної 0,28 та 
стратегії ( )0.1;0.6;0.3 , рівної 0,72.

Цю задачу було розв’язано також двома відомими методами: шляхом переходу від ігрової задачі 
комбінаторної оптимізації ігрового типу на множині перестановок до пари двоїстих задач лінійного 
програмування для матричної гри з платіжною матрицею та ітераційним методом з [6]. Знайдені зна-
чення ціни гри в обох методах збіглися із отриманим значенням при розв’язку задач комбінаторної 
оптимізації ігрового типу на множині перестановок запропонованим монотонний ітераційний метод, 
що підтверджує коректність отриманих результатів.

Висновки з даного дослідження та перспективи подальших розвідок у даному напрямі.  
У публікації на основі монотонного алгоритму розроблено монотонний ітераційний метод пошуку 
ціни гри для розв’язування задач комбінаторної оптимізації ігрового типу на множині перестановок 
з обмеженнями на стратегії одного гравця.  Запропонований монотонний ітераційний метод дає змогу 
швидко отримати значення ціни гри із заданою точністю та оптимальну мішану стратегію першого 
гравця, причому кількість кроків методу слабко залежить від вимірності задачі.  Також одержано тео-
ретичну оцінку складності запропонованого монотонного ітераційного методу.

У подальшому доцільно застосувати даний алгоритм для розв’язування практичних задач еконо-
мічного характеру, що зводяться до задач комбінаторної оптимізації та розв’язуються зазначеним ме-
тодом.
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