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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ПРОЦЕСУ ВИРОБНИЦТВА МІНЕРАЛЬНИХ ДОБРИВ  
У ГРАНУЛЯТОРІ З ПСЕВДОЗРІДЖЕНИМ ШАРОМ

Проведено аналіз підходів до математичного моделювання процесу виготовлення мінеральних добрив у гра-
нуляторі з псевдозрідженим шаром. Розроблено математичну модель процесу гранулювання у псевдозрідженому 
шарі, що розглядає процес як гетерогенний та трифазний, під час якого між собою взаємодіють три окремі фази: 
частинки – центри гранулювання, вихідна речовина – сульфат амонію у вигляді крапель та теплоносій – повітря. 
Математична модель враховує гідродинаміку псевдозрідженого шару, передачу кінетичної енергії, розсіювання 
енергії, стискання крапель з частинками, їх адгезію до поверхні, кінетику сушіння розчину на поверхні частинок. 
Запропонована математична модель може використовуватись для побудови інформаційної технології управління 
процесом гранулювання у псевдозрідженому шарі.

Ключові слова: псевдозріджений шар, математична модель, гранулювання, мінеральні добрива.

MATHEMATICAL MODEL OF THE PROCESS OF PRODUCTION  
OF MINERAL FERTILIZERS IN A FLUIDIZED BED GRANULATOR

An analysis of approaches to mathematical modeling of the process of the process of manufacturing mineral fertilizers 
in a fluidized bed granulator was carried out. A mathematical model of the granulation process in a fluidized bed has been 
developed, which considers the process as heterogeneous and three-phase, during which three separate phases interact with 
each other: particles – granulation centers, starting material – ammonium sulfate in the form of drops, and coolant – air. The 
mathematical model takes into account the hydrodynamics of the fluidized bed, the transfer of kinetic energy, the dissipation 
of energy, the compression of droplets with particles, their adhesion to the surface, the kinetics of drying the solution on the 
surface of the particles. The proposed mathematical model can be used to build information technology for managing the 
granulation process in a fluidized bed.

Key words: fluidized bed, mathematical model, granulation, mineral fertilizers.
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Постановка проблеми. Промислове застосування методу псевдозрідження викликано суттєвим 
переліком його переваг. У псевдозрідженому шарі відбувається активне перемішування твердої фази, 
якість обробки якої безпосередньо впливає на якість готового продукту. Також гранулятори псевдозрі-
дженого шару мають відносно просту конструкцію, непогано піддаються механізації та автоматизації. 

При сучасних світових тенденціях до зростання споживання продукції різних галузей промисловос-
ті та екологічній ситуації гостро постає проблема раціонального використання в промисловому ви-
робництві енергетичних та сировинних ресурсів з метою одержання максимальної кількості готового 
продукту заданої якості. Важливим етапом вирішення цієї задачі є створення адекватної математичної 
моделі процесу. 

Математична модель має правильно відображати технологічний процес, його характерні риси, але 
також не має бути переускладнена деталями, що несуттєво впливають на вирішення поставленої зада-
чі. Отримання адекватної моделі апарату дозволяє коректно розробити реальну для втілення страте-
гію керування технологічним процесом.

Аналіз попередніх досліджень. Апарати із псевдозрідженим шаром відіграють важливу роль у ши-
рокому міжгалузевому спектрі технологічних процесів, тому вдосконалення та модернізація існуючих, 
а також розробка нових високоефективних конструкцій апаратів із псевдозрідженим шаром безпосе-
редньо відповідає пріоритетному напряму технологічного розвитку не лише хімічної технології, а й су-
міжних галузей.

Широке застосування апаратів із псевдозрідженим шаром призвело до розробки значної кількості 
моделей, що описують гідромеханіку процесу псевдозрідження. Облік у таких моделях різних факторів, 
що визначають кінетику сумарного процесу або його окремих стадій, призвів до формування ще шир-
шого діапазону моделей для розрахунку хіміко-технологічних процесів у шарі. Однак існуюче розмаїття 
підходів мало просунуло інженерні методи розрахунку, які значною мірою продовжують спиратися на 
балансові співвідношення та уявлення шару як системи із зосередженими параметрами, де реальний 
розподіл параметрів компенсується введенням численних емпіричних коефіцієнтів, що визначаються 
експериментально на вже існуючих апаратах з псевдозрідженим шаром. Такий підхід не завжди здат-
ний забезпечити необхідну точність прогнозу, особливо при зміні конструктивних елементів апарату 
або виході режимних параметрів за кордон дослідженого діапазону. Крім того, виключається поста-
новка та вирішення завдань оптимального управління процесами, що може становити значний резерв 
підвищення ефективності їх проведення. Різноманітні моделі, що пропонують глибший математич-
ний аналіз процесів у псевдозрідженому шарі, що розглядають умовно нескінченно малий обсяг шару 
могли б дати відповіді на багато питань, що виникають під час експлуатації та проектування. Однак 
подібні моделі практично недоступні для інженерної практики через їх складність та обчислювальну 
громіздкість, а головне, перевантаженість численними параметрами, ідентифікація яких скрутна або 
неможлива. Таким чином, розробка ефективних математичних інструментів для опису протікання про-
цесів в апаратах з псевдозрідженим шаром залишається актуальною.

Метою статті є розробка нової математичної моделі процесу гранулювання у псевдозрідженому 
шарі для подальшої розробки системи керування на її основи.

Виклад основного матеріалу.
Переваги апаратів псевдозрідженого шару
В апаратах псевдозрідженого шару здійснюється контакт між розвиненою поверхнею дисперсної 

твердої фази, власне тої, що складає шар, і вертикальним потоком зважуючого потоку газу (рідше кра-
пельної рідини). Розвинена поверхня контакту твердої та газової фаз необхідна для проведення про-
цесів теплообміну, випалювання, горіння, сушки, каталітичних процесів за участю дисперсних каталі-
заторів, адсорбції та ін.

У порівнянні з іншими апаратами, в яких також відбувається контакт дисперсної твердої і газової 
(рідкої) фаз (частіше це апарати з нерухомим шаром, що фільтрується) апарати з псевдозрідженим ша-
ром володіють наступними перевагами:

– відносна простота конструкції − найчастіше це вертикальний апарат з прямокутним або круглим 
перетином, зазвичай не має рухомих частин;

– практична ізотермічність всього обсягу, забезпечується інтенсивним перемішуванням дисперс-
ної фази, має велике значення для більшості процесів з виділенням або поглинанням теплоти;

– можливість підвищення витрат зважувального газу без збільшення перепаду тиску на шарі ма-
теріалу, що є суттєвим зважаючи на обмеженість напорів, що розвиваються вентиляторами великої 
продуктивності;

– текучість шару, яка дозволяє безперервно вивантажувати дисперсний матеріал через простий 
патрубок.



53Information Technology and Society. Issue 2 (8). 2023

Information Technology and Society. Issue 2 (8). 2023

Недоліки апаратів з псевдозрідженим шаром дисперсного матеріалу пов'язані з інтенсивним пере-
мішуванням в обсязі шару, наприклад:

– знос конструкційних матеріалів, а також ерозія внутрішніх поверхонь апарату гранулювання;
– виникнення електростатичного заряду на поверхні псевдозріджуваних діелектричних матері-

алів;
– різні часи перебування окремих порцій дисперсного матеріалу (його окремих частинок) в обсязі 

шару, що призводить до різного ступеня обробки (нагрівання, випалювання, вигоряння, висушуван-
ня, адсорбції, розмірів гранул або кристалів і ін.) різних частин загального потоку, що вивантажується 
з апарату дисперсного матеріалу.

Процес псевдозрідження забезпечує рівномірну структуру псевдозрідженого шару тільки при ви-
користанні в якості псевдозріджуючого агента крапельних рідин. При псевдозрідженні відносно лег-
кими і малов’язкими газами в шарі утворюються газові бульбашки, всередині яких контакт дисперс-
ного матеріалу з суцільним середовищем практично відсутній, що особливо суттєво, наприклад, для 
каталітичних процесів. При псевдозрідженні дуже дрібних частинок (менше 1 мм в діаметрі) майже 
неможливо запобігти утворенню каналів, що в більшому ступені погіршує якість міжфазного контакту 
в шарі. Кращими для забезпечення рівномірності псевдозрідження є монодисперні, округлі частинки 
з мінімальною поверхневою адгезію (хорошою сипучістю).

На внутрішню структуру псевдозрідженого шару в значній мірі впливає пристрій (конструкція) га-
зорозподільної решітки в нижній частині апарату, через яку в шар подається псевдозріджуючий агент.

При гранулюванні розчинів зневодненням на перший план висувається вимога отримання продук-
ту, що має певний гранулометричний склад. В загальному випадку механізм росту гранул залежить 
від властивостей використаних речовин, режиму процесу та інших факторів, що визначають характер 
взаємодії диспергованих рідкої та твердої фаз.

В нашому випадку численні дослідження підтвердили, що найбільше на стан готового продукту, ос-
новним показником якості якого є еквівалентний діаметр часток, впливає температура псевдозрідже-
ного шару, в якому вони формуються. Саме тому її обрано головною керованою величиною в апараті, 
що розглядається. Розглянемо побудову апарату для гранулювання речовин у псевдозрідженому шарі. 
У гранулятор 1 із псевдозрідженим шаром за допомогою виконавчого пристрою 2 подають розчин, 
а виконавчим пристроєм 3 подають центри грануляції. Знизу до верху подається нагрітий теплоносій – 
повітря. Готовий продукт – гранули вивантажують за допомогою виконавчого пристрою 4. 

 Рис. 1. Апарат для гранулювання термолабільних речовин у псевдозрідженому шарі:  
1 – гранулятор, 2 – пристрій для введення вихідного розчину, 3 – пристрій для введення 

частинок; 4 – пристрій для вивантаження готового продукту

В апаратах із псевдозрідженим шаром гранулювання здійснюється розпилюванням пульп, розчинів 
або плавів на поверхню зріджених частинок. При цьому на частинках відкладаються тонкі плівки гра-
нульованої речовини, де вони висушуються, кристалізуються, збільшуючи тим самим розмір гранул до 
необхідної величини. Інша (незначна) частина, яка вводиться всередину шару розчину, висихає в зоні 
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розпилу, утворюючи дрібні сухі частинки, з яких одні несуться газовим потоком з апарату (винесення), 
інші залишаються в апараті в якості внутрішнього ретура (нових центрів гранулоутворення).

До основних переваг даного способу відносяться: невеликі габарити і висока продуктивність уста-
новки; сферична форма гранул готового продукту; отримання продукту необхідного хімічного та 
гранулометричного складу; інтенсифікація тепло-і масообмінних процесів за рахунок максимально-
го ступеня контакту між твердими частками зваженого шару і газовим теплоносієм; автоматизоване 
управління роботою установки. До недоліків способу відносяться: пилевинос і ретельне очищення 
газу, що відходить з апарату; різний час перебування частинок в апараті.

В зв`язку із постійним зростанням масштабів виробництва та відповідно апаратів із псевдозрідже-
ним шаром значні труднощі виникають із урахуванням явищ взаємодії газу та частинки (сили опору) та 
взаємодії частинка-частинка (сили зіткнення). Вирішення цих проблем шляхом тривалих досліджень 
на пілотних установках є досить дорогим.

Для полегшення процесу проектування апаратів із псевдозрідженим шаром корисним інструмен-
том може бути комп`ютерне моделювання. Основні ж труднощі при моделюванні апаратів із псевдозрі-
дженим шаром у натуральну величину пов`язані із великою різницею масштабів: найбільші структури 
потоку можуть бути порядку декількох метрів, деякі структури можуть напряму залежати від зіткнень 
частика-частинка та взаємодії частинка-газ, що відбуваються на міліметровому рівні.

Огляд методів математичного моделювання процесів дегідратації та грануляції в киплячому 
шарі

Модель балансу використовується для опису зміни гранулометричного складу процесу гранулю-
вання в киплячому шарі [1-2]. Загальне рівняння балансу на основі довжини пакетного режиму, яке 
описує швидкість зміни функції густини числа частинок n(t,L), задається таким чином [3]:
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Зростання гранул в апараті з киплячим шаром відбувається в основному за рахунок нашарування. 
При цьому необхідно враховувати агрегацію частинок. Для моделювання балансу використовується 
лише одне ядро   грануляційного росту в киплячому шарі [2]:
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У дискретному методі рівняння моделі балансу розв’язується для кожного розмірного інтервалу. 
Тому перевага цього методу в тому, що в результаті ми отримаємо розподіл частинок за розміром.

Моментний метод – це варіант розв’язання балансової моделі за моментних умов, який визначаєть-
ся як:
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                                                                           (6)

Моменти тісно пов’язані з важливими інтегральними величинами сукупності частинок, такими як 
середня або загальна площа поверхні та об’єм частинок. Порівняно з балансовою моделлю, чисельне 
рішення потребує меншої обчислювальної потужності.

Розвиток комп'ютерних технологій дозволив використовувати гідродинамічну модель, яка описує 
динаміку взаємодії газу і твердих частинок. Для моделювання в грануляторі з киплячим шаром існує 
дві різні категорії гідродинамічних моделей: модель Ейлера та модель Лагранжа [4].
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Модель Ейлера дозволяє включати декілька твердих речовин вторинної фази. Збереження маси та 
імпульсу виконується відповідно для кожної фази. Таким чином, модель Ейлера розв’язує набір із n рів-
нянь неперервності та імпульсу, що робить цей підхід однією з найскладніших багатофазних моделей.

Модель Ейлера-Ейлера, відома як модель континууму або модель двох рідин, описує еволюцію вза-
ємодії між твердою та газовою фазами. Взаємодія між двома фазами залежить від гідравлічного опору 
між фазами, тобто локальних відносних швидкостей фаз і локальних об'ємних часток фаз. У результаті 
моделювання методу обчислювальної гідродинаміки на основі схеми Ейлера-Ейлера прийнято для до-
слідження багатофазного потоку газ-тверді тіла в грануляторі з киплячим шаром [5-7].

Модель Лагранжа вирішує рівняння руху для кожної гранули, враховуючи зіткнення частинок 
і сили, що діють на частинку з боку газу. Тому, коли кількість частинок велика, краще використовувати 
моделі Ейлера-Ейлера [8-10].

Модель Лагранжа-Ейлера описує газові бульбашки як дискретні частинки, які можуть стикатися, 
об’єднуватися, зупинятися, стискатися та рости. Модель Ейлера не підходить для твердої фази, але 
вона підходить для опису емульсії газової фази і частинок [11-19].

Математична модель процесу виробництва мінеральних добрив у грануляторі з псевдозрі-
дженим шару

Розроблена математична модель враховує гідродинаміку псевдозрідженого шару, передачу кіне-
тичної енергії, розсіювання енергії, стиснення крапель з частинками, їх адгезію до поверхні, кінетику 
висихання розчину на поверхні частинок [20-28]. Систему рівнянь розроблено з урахуванням емпірич-
них співвідношень для розрахунку питомої швидкості зневоднення, питомої швидкості осадження 
крапель на частинках в результаті адгезії, коефіцієнта осьового розсіювання частинок, коефіцієнтів 
тепловіддачі, коефіцієнта для розрахунку втрата матеріалу і товщина шару покриття, а також почат-
кових умов [29-32].

Зростання гранул тим імовірніше, чим більше сила зчеплення крапель рідини з твердими частин-
ками і її швидкість. Адгезивні властивості краплі, в свою чергу, залежать від твердості поверхні гранул 
і властивостей розпиленої речовини.

При створенні моделі, процес грануляції в киплячому шарі розглядався як трифазний гетерогенний 
процес, у якому взаємодіють три компоненти: частинки, вихідний розчин і теплоносій [33-37]. Під час 
моделювання було прийнято, що параметри псевдозрідженого шару змінюються з часом без урахуван-
ня зміни висоти та радіальної складової, теплообмін між усіма компонентами процесу конвективний, 
частинки монодисперсні, немає пористості та агломерації, краплі мають вузький розподіл за розміра-
ми, між краплями не стикаються, злипаються і прилипають до стінок корпусу [38-42].

Для опису процесу теплообміну в грануляторі використовувалася система рівнянь:
– Зміна температури частинок:
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де ap – коефіцієнт теплопередачі частинок, Вт/(м2*К); Sp – площа поверхні частинок, м2; Θa – тем-
пература теплоносія, K; Θp – температура частинок, K; Mp – маса частинок, кг; vdry – питома швидкість 
висихання вологи на частинках або в краплях, кг/(кг*с); Qdry – питома теплота висихання крапель, 
Дж/кг; Gd – масова витрата крапель, кг/с; xd – концентрація крапель розчину; Qcryst – питома теплота 
кристалізації крапель, Дж/кг; Mp – маса частинок, кг; Cp – питома теплоємність частинок, Дж/(кг*К); 
rp – коефіцієнт осьового розсіювання частинок, 1/с; Θp0 – початкова температура частинок, K; Rad – пи-
тома швидкість стікання крапель з частинками, кг/(кг*с); Cd – питома теплоємність краплі, Дж/(кг*К); 
Θd – температура перепадів, K; γΘ – розсіювання енергії при зіткненні, Дж/с; φps – передача кінетичної 
енергії, Дж/с.

– Зміна температури крапель:
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де Md – маса крапель, кг; Cd – питома теплоємність краплі, Дж/(кг*К); Θd0 – початкова температу-
ра крапель, К; Rad – питома швидкість стікання крапель з частинками, кг/(кг*с); Mp – маса частинок, 
кг; Θd – температура перепадів, K; Θp – температура частинок, К; vdry – питома швидкість висихання 
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вологи на частинках або в краплях, кг/(кг*с); Qdry – питома теплота висихання крапель, Дж/кг; ad – 
коефіцієнт теплопередачі крапель, Вт/(м2*К); Sd – площа поверхні крапель, м2; Θa – температура 
теплоносія, К.

– Зміна температури теплоносія:
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де Ga – масова витрата теплоносія, кг/с; Ca – питома теплоємність теплоносія, Дж/(кг*К); Θa0 – по-
чаткова температура теплоносія, К; Θa – температура теплоносія, К; ap – коефіцієнт теплопередачі час-
тинок, Вт/(м2*К); Sp – площа поверхні частинок, м2; Θp – температура частинок, К; ad – коефіцієнт 
теплопередачі крапель, Вт/(м2*К); Sd – площа поверхні крапель, м2; Θd – температура перепадів, К; 
Ma – маса теплоносія, кг.

Питома швидкість течії крапель з частинками може бути розрахована за такою формулою:
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де Mp0 – початкова маса частинок, кг; Gd – масова витрата крапель, кг/с; Std – число Стокса для кра-
пель, яке можна розрахувати за такою формулою:
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де ρd – густина крапель, кг/м3; va – швидкість руху теплоносія, м/с; dd – діаметр крапель, м; μa – ди-
намічна в’язкість теплоносія, Па*с; dp – діаметр частинок, м.

Розсіювання енергії зіткнення – це швидкість розсіювання енергії всередині твердої фази внаслідок 
зіткнень між частинками. Це явище моделюється за допомогою кореляції Луна:
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де ep – коефіцієнт відновлення зіткнення частинок з іншими частинками, g0 – функція радіального 
розподілу, dp – діаметр частинок, м; Sp – площа поверхні частинок, м2; ρp – густина частинок, кг/м3; ap – 
коефіцієнт теплопередачі частинок, Вт/(м2*К); Θp – температура частинок, K.

Передачу кінетичної енергії випадкових частинок із твердої фази в рідку можна розрахувати за фор-
мулою:
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де Kps – коефіцієнт сили взаємодії рідини з твердим тілом, Sp – площа поверхні частинки, м2; Θp – 
температура частинок, К.

Кількість тепла, що виділяється при видаленні вологи з поверхні крапель, можна переписати так:
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де β – коефіцієнт масопередачі, м/с; Mh2o – молекулярна маса води, г/моль; R – універсальна газова 
стала, (м2*кг)/(с2*К*моль); ΔP – різниця парціального тиску, Па.

Аналіз числових результатів математичної моделі
Для отримання динамічних результатів розробленої математичної моделі створено програму роз-

рахунку даної математичної моделі методом Рунге-Кутта 4-го порядку на мові програмування Python. 
За допомогою вбудованих математичних бібліотек були проведені розрахунки та візуалізована темпе-
ратурна поведінка частинок і крапель з моменту включення установки до завершення процесу.

Для моделювання були використані наступні значення, наведені в таблиці 1.
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Таблиця 1
Назва Позначення Значення

Маса частинок Mp 1.5
Маса крапель Md 2
Маса теплового носія Ma 3.5
Початкова маса частинок Mp0 1.53
Питома теплоємність крапель Cd 1590
Питома теплоємність частинок Cp 1420
Питома теплоємність теплоносія Ca 1011
Початкова питома теплоємність теплоносія Ca0 1015
Початкова температура частинок Θp0 300
Початкова температура крапель Θd0 293
Початкова температура теплоносія Θa0 393
Коефіцієнт осьового розсіювання частинок rp 1*10-5

Питома швидкість висихання вологи по частинках або по краплях vdry 0.47
Питома теплота кристалізації крапель Qcryst 82300
Питома теплота сушіння крапель Qdry 5000
Коефіцієнт теплопередачі частинок ap 5.57
Коефіцієнт теплопередачі крапель ad 5.535
Площа поверхні частинок Sp 7.07*10-7

Площа поверхні крапель Sd 6.07*10-6

Масовий потік крапель Gd 0.7
Масова витрата теплоносія Ga 1
Концентрація розчину падає xd 0.37

Після розрахунків отримуємо графік залежності температур крапель, крапель і часу від часу, що по-
казано на рисунку 2:

 
Рис. 2. Графік залежності температур частинок, крапель і повітря від часу  

(1 – температура частинок, 2 – температура крапель)
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Для підтримки стабільної роботи апаратів з псевдозрідженим шаром у необхідному гідродинаміч-
ному режимі всередині них необхідно розробити ефективну систему керування процесом зневоднен-
ня та гранулювання. Якість цієї системи управління тісно пов'язана з точністю математичної моделі 
об'єкта, для якого ця система управління розробляється. Отримані результати розрахунку математич-
ної моделі доводять, що вона може слугувати основою для розробки ефективної системи управління. 
Запропонована математична модель може бути використана для побудови інформаційної технології 
управління процесом гранулювання в псевдозрідженому шарі.

Висновки. Запропоновано математичну модель процесу виробництва мінеральних добрив у гра-
нуляторі з псевдозрідженим шаром, яка може слугувати основою для створення системи керування 
процесом гранулювання та зневоднення в псевдозрідженому шарі. Представлена   математична модель 
виражає теплообмін між краплями, частинками та теплоносієм з урахуванням таких параметрів, як 
гідродинаміка киплячого шару, передача кінетичної енергії, розсіювання енергії, стиснення крапель 
з частинками, їх адгезія до поверхні, кінетика висихання розчину. на поверхні частинок.

Чисельно розраховано математичну модель процесу виробництва мінеральних добрив у грануля-
торі з киплячим шаром і встановлено, що для стабілізації температури системі потрібно 38 секунд, 
температура частинок стабілізується на рівні 381К, а температура крапель при 387K.
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