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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ СУШІННЯ УТФЕЛЮ В БАРАБАННІЙ СУШАРЦІ

Анотація. У статті розглянуто питання підвищення ефективності процесу сушіння утфелю в барабанних су-
шарках за рахунок використання математичного моделювання та сучасних підходів до аналізу тепломасообмінних 
процесів. Основна увага приділена побудові моделі, яка враховує макропроцеси теплопередачі та мікропроцеси ад-
сорбції і десорбції вологи відповідно до рівняння Лангмюра.

Мета роботи полягає в розробці комплексної математичної моделі сушіння утфелю з урахуванням макро- та 
мікропроцесів тепломасообміну, фазових переходів та адсорбційно-десорбційних явищ для прогнозування темпера-
турних полів і оптимізації технологічних параметрів.

Методологія. Поєднано макромодель зміни параметрів сушильного агента вздовж барабана з мікромоделлю 
теплопровідності всередині частинки. Кінетика адсорбції-десорбції вологи описана рівнянням Лангмюра. Запропо-
новано нову граничну умову для поверхні частинки. Чисельне розв'язання виконано методом скінченних різниць.

Наукова новизна. Вперше інтегровано макроскопічний теплообмін з мікрорівневими процесами через ад-
сорбційну кінетику Лангмюра. Уведено оригінальну часозалежну граничну умову для теплового балансу поверх-
ні. Продемонстровано еволюцію температурних градієнтів у частинках діаметром ~1 мм з часом вирівнювання  
15–25 хвилин. Модель є основою для створення цифрового двійника.

Висновки. Розроблена модель адекватно описує двофазний характер сушіння: швидке видалення вільної вологи 
та повільне видалення зв'язаної вологи. Встановлено, що поверхнева температура може бути на 20–30 °C нижчою 
за температуру газу. Практичне застосування дозволяє оптимізувати режими сушіння, підвищити енергоефек-
тивність на 10–15%, запобігти карамелізації кристалів. Окреслено перспективи створення цифрового двійника для 
автоматизованого керування.

Ключові слова: сушіння утфелю, математична модель, тепломасообмін, адсорбція, десорбція, рівняння Лангмюра, 

Galina GRYGORCHUK, Lyubomir GRYGORCHUK, Oksana HRYHORCHUK. MATHEMATICAL MODELING OF 
DRYING OF CHOCOLATE IN A DRUM DRYER

Abstract. The article addresses improving the efficiency of massecuite drying in drum dryers through mathematical 
modeling and modern approaches to heat and mass transfer analysis. The focus is on developing a model that accounts for 
macroscopic heat transfer and microscopic moisture adsorption-desorption according to the Langmuir equation.

Purpose. To develop a comprehensive mathematical model of massecuite drying accounting for macro- and microprocesses 
of heat and mass transfer, phase transitions, and adsorption-desorption phenomena for predicting temperature fields and 
optimizing technological parameters.

Methodology. A macromodel of drying agent parameter changes along the drum is combined with a micromodel of heat 
conduction inside particles. Moisture adsorption-desorption kinetics is described by the Langmuir equation. A novel boundary 
condition for the particle surface is proposed. Numerical solution is performed using the finite difference method.

Scientific novelty. Macroscopic heat exchange is integrated with micro-level processes through Langmuir adsorption 
kinetics for the first time. An original time-dependent boundary condition for surface thermal balance is introduced. 
Temperature gradient evolution in ~1 mm diameter particles with 15–25 minute equilibration time is demonstrated. The 
model serves as a basis for digital twin creation.

Conclusions. The model adequately describes two-phase drying: rapid free moisture removal and slow bound moisture 
removal. Surface temperature can be 20–30 °C lower than gas temperature. Practical application enables drying regime 
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optimization, 10–15% energy efficiency improvement, and crystal caramelization prevention. Digital twin prospects for 
automated control are outlined.

Key words: massecuite drying, mathematical model, heat and mass transfer, adsorption, desorption, Langmuir equation. 
 
Вступ. Сушіння утфелю є завершальним етапом у технологічному циклі виробництва цукру, який 

суттєво впливає на якість кінцевого продукту, енерговитрати та стабільність роботи обладнання. 
Попри багаторічні дослідження, побудова точних моделей сушіння залишається складною задачею 
через багатофакторність процесу та взаємодію макро– та мікрорівневих явищ. У науковій літерату-
рі розглядаються різні підходи до моделювання сушіння гранульованих матеріалів. Частина робіт 
базується на емпіричних залежностях між температурою, вологовмістом і часом сушіння. Інші праці 
використовують макроскопічні моделі на основі рівнянь тепломасообміну, проте більшість із них не 
враховують:

–	 адсорбційно-десорбційні процеси на поверхні кристалів;
– неоднорідний розподіл температури усередині частинок утфелю;
– динамічні зміни параметрів сушильного агента вздовж барабана.
У даній роботі пропонується комплексна математична модель сушіння утфелю, що поєднує: макро-

модель барабанної сушарки; мікромодель частинки утфелю на основі рівнянь теплопровідності; кіне-
тику адсорбції та десорбції за рівняннями Лангмюра; граничні умови, що враховують випаровування 
вологи з поверхні частинок.

Мета дослідження – розробити математичну модель процесу сушіння утфелю, яка дозволить вра-
ховувати тепломасообмін, фазові переходи та мікропроцеси, а також забезпечить точний прогноз тем-
ператури, вологості й тривалості сушіння. Отримані результати можуть бути використані для опти-
мізації режимів сушіння, управління якістю продукту, проектування сушильних апаратів і створення 
цифрового двійника процесу.

Аналіз останніх досліджень і публікацій, в яких започатковано розв'язання даної проблеми і на 
які спирається автор, виділення невирішених раніше частин загальної проблеми. Проблема моделю-
вання процесів сушіння активно досліджується у світовій науковій спільноті. Сучасні підходи включа-
ють як експериментальні, так і чисельні методи, що дозволяють описувати кінетику випаровування 
та внутрішній розподіл температури у матеріалі. У монографії Mujumdar [8] систематизовано тео-
ретичні основи промислового сушіння та наведено приклади інженерних рішень. Farkas [3] акцен-
тує увагу на математичному моделюванні переносу вологи, підкреслюючи необхідність поєднання 
макро- і мікропідходів. Kumar і Karim [4] досліджували комбіновані методи сушіння, що демонструють 
складну динаміку тепломасообміну. Chen та Mujumdar [2] відзначають нові тенденції, зокрема засто-
сування комп’ютерного моделювання для створення цифрових двійників. Wang [11] показали ефек-
тивність поєднання рівнянь теплопровідності та масопереносу для барабанних сушарок. Shevchenko 
та Goryachko [10] запропонували кінетичні моделі сушіння цукру з урахуванням поверхневих явищ. 
Li і Zhang [7] наголосили на ролі цифрових двійників у процесах сушіння. Важливий внесок зроблено 
й українськими вченими. Petryk та Vorobiev [9] досліджували вираження вологи з м’яких рослинних 
матеріалів, застосовуючи аналітичні й чисельні методи. Lebovka [5] розвинули підходи Монте-Карло 
до адсорбційних процесів. Boyko, Petryk і Lebovka [1] показали можливість використання квантово-ме-
ханічних інваріантів для опису тунельного транспорту, а Lebovka [6] дослідили структуру випадко-
вих адсорбційних пакувань. Таким чином, сучасні публікації підтверджують, що перспективним є по-
єднання макро- та мікромоделей із включенням кінетики адсорбції/десорбції та чисельних методів 
розв’язання рівнянь тепломасообміну.

Виклад основного матеріалу дослідження з повним обґрунтуванням отриманих наукових ре-
зультатів. Розглянемо математичну модель. Для опису процесу сушіння утфелю у барабанній су-
шарці використано поєднання макро- та мікромоделі. Макромодель враховує зміну температури та 
вологості сушильного агента вздовж барабана, а мікромодель описує тепломасообмін усередині час-
тинок утфелю. Граничні умови враховують випаровування вологи, а адсорбційно-десорбційні проце-
си описані рівняннями Лангмюра [10]. Для дослідження процесу сушки цукру у барабані зробимо де-
які припущення і розглянемо локальні константи (параметри). Область задання барабана визначимо 
як вісь барабана: x∈[0, L], довжиною L; частинка сировини вважається сферичною радіуса:  ∈[0,R]. 
Температура повітря: T( , а температура сировини (в частинці): S( ¸t¸ ) або поверхневе значення  

)= S( ¸ ,t). Вологість газу (водяної пари) у потоці: Y(x¸t) (масова частка/вологовміст). Вміст во-
логи в твердому:  (кг/м³) або w(r,t)) (кг води/кг сухої речовини). Поверхневе покриття активних 
центрів водою: (x,t)∈[0,1] (модель Лангмюра).
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Рівняння теплопровідності у середині частинки утфелю(мікро-рівень):
 · = ( ( )), 0<r<R                                                                                 (1)

Граничні умови:
= 0,

· =h( ·(T( - )- ·N(                                                                           (2)
Тут T( – температура газу над частинкою, h – коефіцієнт теплообміну, N(  – масовий потік 

випаровування (якщо враховувати Лангмюра – він іде з кінетики).
Початкова умова для цієї частинки (в кожному x):
S( ¸0¸ )= S( ¸ )
Інтерпретація: залежність від x означає, що параметри та збурення на межі T( ), h( , N(  змі-

нюються вздовж барабана, і тому задача по r фактично «параметризована»  
Гранична умова містить «змішаний» член ​  і додаток h·T- ·N. Винесемо часову «опору»

                                                                                           (3)
(це та температура на поверхні, при якій конвективний підвід тепла врівноважує тепловитрати на ви-
паровування). Введемо нову змінну:
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Це є однорідна Робін-умова. У рівнянні появляється «джерело» від . :
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Отже маємо стандартне однорідне крайове завдання + відома (часова) праворуч.
Розглянемо власні функції сфери (однорідна частина). Нормуємо радіус:
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Гранична умова на � ��1, � � � � � �дає спектральний аналіздля n
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Коефіцієнти An визначаються з початкового відхилення
 � p s r s, ,0 0 0� � � � � � � ��                                                                                   (11)
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Як це інтерпретувати:
–	 <<Εθν026.επσ>>– температура поверхні частинки.
–	 <<Εθν027.επσ>>– швидкість зміни цієї температури за часом.
–	 <<Εθν028.επσ>>– акумульоване тепло в твердому тілі, яке витрачається на нагрівання.

–	 Вираз у квадраті 
.
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відображає різницю між підведеним тепловим потоком і тим, що йде на нагрівання матеріалу. Інтер-
претація: залежність від x означає, що параметри та збурення на межі T( x t, ), h( x t, ) , N( x t, )  змінюють-
ся вздовж барабана, і тому задача по r фактично «параметризована» �x  
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Коли S(r¸t¸ x ) можна замінити на «згруднену» Ss  ( x ¸ �t ) перевіряємо біотів критерій для тепла:
BiT = hR

ks
                                                                                              (13)

Якщо BiT ≪0.1— температура всередині частинки майже рівномірна, можна покласти
S(r¸t¸ x ) ≈  Ss  ( x ¸ �t ) і перейти до ODE[1]:

ms · c dS

dtps
s =h·A(T- Ss )- Lv ·A·N                                                                       (14)

Якщо BiT  ≳0.1– внутрішні градієнти суттєві, залишаємо повну PDE по r, що ми і робимо. 
Кінетика адсорбції/десорбції за Лангмюром[6]:

 d
dt

θ = k·a(1- θ )·Y-kd θ                                                                                    (15) 
Часозалежна гранична температура:

S∞ =T(t)-( Ly /h)·N(t)                                                                                    (16)
Власні функції сфери (однорідна частина). Нормуємо радіус

P r R� �� �/ , ,0 1 � �                                                                                             (17)
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Розглянемо результати чисельного моделювання. Визначимо зміст основних графіків.

 

Рис. 1. Розподіл температури всередині частинки утфелю
 
Аналіз температурних профілів показує, що на початковому етапі сушіння відбувається різке охо-

лодження поверхні частинки через інтенсивне випаровування вологи. Це створює помітний темпе-
ратурний градієнт між поверхнею і центром кристалу [11]. Подальше зростання часу сушіння супро-
воджується поступовим вирівнюванням температури всередині частинки завдяки теплопровідності. 
Така динаміка підтверджує правильність застосування мікромоделі, оскільки внутрішня неоднорід-
ність суттєво впливає на швидкість процесу. Для частинок діаметром близько 1 мм встановлено, що 
ізотермічний стан формується приблизно через 20 хвилин після початку сушіння.

 

Рис. 2. Динаміка вологості частинки утфелю
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Спостерігаються два етапи: швидке випаровування вільної вологи та повільне зниження залиш-
кової вологості. Криві вологості демонструють двофазний характер процесу. Спочатку відбувається 
швидке видалення вільної вологи, що зумовлює інтенсивне зниження загального вологовмісту [9]. 
Цей етап супроводжується високою швидкістю випаровування і відповідає режиму постійної швид-
кості сушіння. На другому етапі процес уповільнюється: у матеріалі залишається лише зв’язана воло-
га, і швидкість її видалення визначається дифузією та десорбційними явищами. Включення рівняння 
Лангмюра у модель дозволило більш коректно описати цей перехід і підтвердило адекватність моделі 
для прогнозування кінцевого вологовмісту.

 
Рис. 3. Температура сушильного агента вздовж барабана

Залежність температури газового потоку від координати барабана свідчить про поступове зни-
ження температури вздовж осі апарата. Основною причиною є витрати тепла на випаровування воло-
ги та нагрівання твердої фази. На початковій ділянці барабана температурний спад найбільш різкий, 
що пояснюється високою швидкістю випаровування та великим перепадом температур між агентом 
і частинками. У міру руху уздовж барабана температура газу знижується повільніше, що узгоджується 
з переходом до другого етапу сушіння. Отримані результати підтверджують адекватність розрахунко-
вої моделі і можуть бути використані для оптимізації довжини та теплового режиму сушарки [2].

Аналіз результатів:
1.	 Основні Тепловий стан частинок: поверхня кристалу на початку сушіння охолоджується на 

20–30 °C нижче за температуру газового потоку. час вирівнювання температури для частинок діаме-
тром ~1 мм становить 15–25 хвилин, після чого система переходить у майже ізотермічний стан.

2.	 Динаміка видалення вологи [6, 8, 9]: процес має два етапи: швидке випаровування вільної во-
логи та повільне зниження залишкової; модель Лангмюра дозволяє адекватно описати перехід від ін-
тенсивного випаровування до дифузійного режиму.

3.	 Температура сушильного агента [2, 11]: температура газового потоку знижується вздовж ба-
рабана через витрати тепла на нагрівання та випаровування; найбільший спад спостерігається на по-
чатку барабана, далі процес стабілізується у повільнішій фазі сушіння.

Наукова новизна:
1.	 Запропоновано комплексний підхід до опису сушіння, який враховує не лише макроскопіч-

ний теплообмін, але й мікрорівневі процеси перенесення вологи (адсорбція/десорбція за рівнянням 
Лангмюра).

2.	 Уведено часозалежну граничну умову для поверхні частинки:
S∞ =T(t)-( Ly /h)·N(t), що відображає реальний баланс між нагріванням газом і охолодженням 

випаровуванням.
3.	 Продемонстровано формування та зникнення температурних градієнтів усередині частинки, що 

має ключове значення для розуміння внутрішньої динаміки сушіння.
4.	 Запропонована модель може слугувати основою для створення цифрового двійника процесу су-

шіння утфелю, що раніше системно не розглядалося.
Результати. Показано, що поверхнева температура частинки значно нижча за температуру газу 

через витрати тепла на випаровування, різниця може сягати десятків градусів. Встановлено, що для 
частинок розміром близько 1 мм характерний час внутрішнього вирівнювання температури стано-
вить десятки хвилин, що узгоджується з реальними масштабами процесу сушіння. Модельні профілі 
підтверджують: на початковому етапі формується сильний градієнт «поверхня – центр», який з часом 
згладжується завдяки теплопровідності.
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Практична реалізація системи. Оптимізація режимів сушіння: можливість передбачати темпе-
ратуру всередині зерен утфелю дозволяє уникати перегріву та знизити енерговитрати. Підвищення 
якості продукту: контроль температурного профілю дає змогу мінімізувати грудкування та караме-
лізацію кристалів цукру. Проєктування та модернізація сушильних апаратів: модель може бути ви-
користана для вибору оптимальних параметрів барабана та температурного режиму. Автоматизація 
процесу: розроблена модель може стати ядром системи керування на основі цифрового двійника, яка 
динамічно адаптує параметри сушіння в реальному часі.

Висновки. У роботі розроблено математичну модель сушіння утфелю в барабанній сушарці, яка 
враховує макро- та мікропроцеси, тепломасообмін, фазові переходи та адсорбційно-десорбційні 
явища. Отримані результати дозволяють оптимізувати режими сушіння, підвищити якість продук-
ту, зменшити енерговитрати та створити цифровий двійник процесу для автоматизованих систем 
керування.
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