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ДОСЛІДЖЕННЯ БАГАТОЗВ'ЯЗНИХ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ ШЛЯХОМ РОЗВ’ЯЗАННЯ 
СИСТЕМ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ВОЛЬТЕРА I РОДУ МЕТОДОМ КОЛОКАЦІЙ

Багатозв'язні динамічні системи характеризуються великою кількістю взаємопов'язаних вхідних та вихід-
них величин, що визначає складність їхнього математичного опису. Числове моделювання таких систем у вигляді 
систем інтегральних рівнянь Вольтера є ефективним підходом, проте вимагає реалізації операторів Вольтера. 
Їх особливістю є накопичення обчислень на кожному наступному кроці апроксимації. Як наслідок зменшення кро-
ку апроксимації призводить до значного зростання кількості обчислювальних операцій. Це висуває особливі вимо-
ги до простоти та швидкодії відповідних алгоритмів. В роботі досліджено ефективність застосування методу 
колокації на основі кусково-гладких поліномів до розв’язання такого класу рівнянь. Метод колокації заснований  
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на отриманні рішення на ділянках, довжина яких вибирається, і на кожному з них застосовується апроксимуючий 
вираз з невеликим числом координатних функцій. Великою перевагою алгоритмів на основі методу колокацій є велика 
гнучкість при виборі параметрів заміни функцій кусково-гладкими поліномами. Запропоновані алгоритми реалізовано 
в системі комп’ютерної математики MATLAB у вигляді функції slvie1colloc. Складові частини системи інтегральних 
рівнянь (ядра, праві частини) передаються аргументами програми у виді анонімних функцій або у табличному виді 
числових значень функцій в вузлах апроксимації. Додатковими аргументами є числові значення вузлів апромаксима-
ційної сітки, степені поліному та початкових умов інтегрального рівняння. Програма виконує перевірку вхідних даних, 
при некоректних значеннях виводиться код помилки та переривання роботи програми. Проведено апробацію комп’ю-
терної програми за допомогою обчислювальних експериментів. Описані результати продемонстрували ефектив-
ність запропонованих рішень. Абсолютна похибка обчислень для розглянутої моделі у вигляді системи інтегральних 
рівнянь Вольтера I роду з ядром загального виду при заданих параметрах не перевищила 3,5 * 10–3.

Ключові слова: інтегральні рівняння Вольтера, багатозв'язні динамічні системи, метод колокації.

RESEARCH OF MULTICONNECTED DYNAMIC SYSTEM BY SOLVING OF SYSTEMS OF VOLTERRA INTEGRAL 
EQUATIONS OF THE FIRST KIND BY THE METHOD OF COLOCATIONS

Multiconnected dynamic systems are characterized by a large number of interconnected input and output values, which 
determines the complexity of their mathematical description. Modeling of such systems in the form of systems of Volterra 
integral equations is an effective approach, but requires the implementation of Volterra operators. Their feature is the 
accumulation of calculations at each next approximation step. As a result, the reduction of the approximation step leads to a 
significant increase in the number of computational operations. This puts special demands on the simplicity and speed of the 
corresponding algorithms. The efficiency of applying the collocation method based on piecewise smooth polynomials to the 
solution of this class of equations is studied. The collocation method is based on obtaining a solution on sections whose length 
is selected, and on each of them an approximating expression with a small number of coordinate functions is applied. A great 
advantage of algorithms based on the method of collocations is great flexibility in choosing parameters for replacing functions 
with piecewise smooth polynomials. The proposed algorithms are implemented in the MATLAB computer mathematics system 
in the function called slvie1colloc. The constituent parts of the system of integral equations (kernels, right-hand parts) are 
transmitted by program arguments in the form of anonymous functions or in the form of a table of numerical values of the 
functions in the approximation nodes. Additional arguments are the numerical values of the nodes of the approximation 
grid, the degree of the polynomial, and the initial conditions of the integral equation. The program checks the input data, in 
case of incorrect values, an error code is displayed and the program is interrupted. The computer program was tested using 
computational experiments. The described results demonstrated the effectiveness of the proposed solutions. The absolute error 
of calculations for the considered model in the form of a system of Volterra integral equations of the first kind with a kernel of 
the general form under the given parameters did not exceed 3,5 * 10–3.

Key words: Voltaire's integral equations, multiconnected dynamical systems, collocation method.

Постановка проблеми. Багатозв'язні динамічні системи (БДС) характеризуються великою кількістю 
взаємопов'язаних вхідних та вихідних величин, що визначає складність їхнього математичного опису. 

Числове моделювання БДС у вигляді систем інтегральних рівнянь Вольтера (СІРВ) є ефективним 
підходом у цій задачі, проте вимагає реалізації операторів Вольтера. Їх особливістю є накопичення об-
числень на кожному наступному кроці апроксимації. Як наслідок зменшення кроку апроксимації при-
зводить до значного зростання кількості обчислювальних операцій. Це висуває особливі вимоги до 
простоти та швидкодії алгоритмів. 

Напрямок досліджень застосування числових методів до розв’язання систем інтегральних рівнянь 
Вольтера розвинутий недостатньо і потребує розвитку, оскільки ці моделі мають свої особливості, що 
вимагають розробки специфічних алгоритмів та дослідження їх ефективності. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. В існуючих публікаціях [1-2] висвітлено ряд методів до-
слідження інтегральних моделей Вольтера, але розглядаються інтегральні моделі Вольтера переважно 
у вигляді скалярних рівнянь. Застосування методу колокації до розв’язання скалярних інтегральних 
рівнянь досліджено в роботах [1-4]. Існує невелика кількість публікацій, що розглядають застосування 
числових методів до розв’язання систем інтегральних рівнянь Вольтера [5-9].

Мета дослідження. Розробка алгоритмів розв’язання систем інтегральних рівнянь Вольтера I роду 
на основі методу колокації з застосуванням кусково-гладких поліномів, реалізація програмних засобів 
дослідження багатозв’язних динамічних систем, що реалізують розроблені алгоритми. Аналіз ефек-
тивності застосування розроблених алгоритмів та програм.

Основний матеріал дослідження. Алгоритми на основі методу коллокації мають достатню про-
стоту і швидкодію. Метод колокації заснований на отриманні рішення на ділянках, довжина яких виби-
рається, і на кожному з них застосовується апроксимуючий вираз з невеликим числом координатних 
функцій. Великою перевагою алгоритмів на основі методу колокацій є велика гнучкість при виборі 
параметрів заміни функцій кусково-гладкими поліномами. Застосування методу колокації до розв’я-
зання систем інтегральних рівнянь Вольтера при моделюванні БДС потребує розробки відповідних ал-
горитмів, їх програмній реалізації та дослідження їх ефективності.
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Метод колокації стосовно до систем інтегральних рівнянь Вольтера I роду. У роботі [1] розглянуто 
загальну схему методу колокації стосовно розв’язання рівнянь типу Вольтера I роду. Скористаємося цією схе-
мою для розв’язання системи інтегральних рівнянь типу Вольтера I роду. У компактній формі система інте-
гральних рівнянь n-го порядку типу Вольтера I роду у загальному вигляді записується наступним чином

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]. (1) 

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані 

розв’язки 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 представляються у вигляді функцій виду 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, (2) 
що залежать від вільних параметрів 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1 приймає наступний вид 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1],  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 (3) 

де 

 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘],  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1], (4) 

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 

наближеним розв’язком 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що отриманий попередньо для к–1 

ділянок. Початкові значення 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑎𝑎),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 шуканого розв’язку знаходяться 

яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими. 

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні 

параметри 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚, визначаються з умов перетворення в нуль 

нев’язок 

 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾[𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 (5) 
де xk,v, v=1, 2, …, l — вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l 

частин (підвідрізків). Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно 

Сi,1, Сi,2,…, Сi,m. 

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно 

представляти у виді деякого поліному 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  

де 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) — лінійно незалежні координатні функції. 

Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I 

роду. Розглянемо варіант методу колокації з використанням кусково-гладких 

поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних рівнянь Вольтера 

першого роду. 

.                               (1)

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані розв’язки 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]. (1) 

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані 

розв’язки 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 представляються у вигляді функцій виду 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, (2) 
що залежать від вільних параметрів 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1 приймає наступний вид 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1],  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 (3) 

де 

 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘],  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1], (4) 

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 

наближеним розв’язком 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що отриманий попередньо для к–1 

ділянок. Початкові значення 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑎𝑎),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 шуканого розв’язку знаходяться 

яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими. 

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні 

параметри 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚, визначаються з умов перетворення в нуль 

нев’язок 

 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾[𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 (5) 
де xk,v, v=1, 2, …, l — вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l 

частин (підвідрізків). Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно 

Сi,1, Сi,2,…, Сi,m. 

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно 

представляти у виді деякого поліному 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  

де 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) — лінійно незалежні координатні функції. 

Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I 

роду. Розглянемо варіант методу колокації з використанням кусково-гладких 

поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних рівнянь Вольтера 

першого роду. 

 представ-
ляються у вигляді функцій виду

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]. (1) 

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані 

розв’язки 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 представляються у вигляді функцій виду 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, (2) 
що залежать від вільних параметрів 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1 приймає наступний вид 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1],  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 (3) 

де 

 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘],  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1], (4) 

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 

наближеним розв’язком 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що отриманий попередньо для к–1 

ділянок. Початкові значення 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑎𝑎),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 шуканого розв’язку знаходяться 

яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими. 

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні 

параметри 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚, визначаються з умов перетворення в нуль 

нев’язок 

 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾[𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 (5) 
де xk,v, v=1, 2, …, l — вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l 

частин (підвідрізків). Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно 

Сi,1, Сi,2,…, Сi,m. 

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно 

представляти у виді деякого поліному 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  

де 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) — лінійно незалежні координатні функції. 

Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I 

роду. Розглянемо варіант методу колокації з використанням кусково-гладких 

поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних рівнянь Вольтера 

першого роду. 

,                                              (2)

що залежать від вільних параметрів.
Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]. (1) 

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані 

розв’язки 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 представляються у вигляді функцій виду 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, (2) 
що залежать від вільних параметрів 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1 приймає наступний вид 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1],  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 (3) 

де 

 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘],  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1], (4) 

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 

наближеним розв’язком 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що отриманий попередньо для к–1 

ділянок. Початкові значення 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑎𝑎),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 шуканого розв’язку знаходяться 

яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими. 

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні 

параметри 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚, визначаються з умов перетворення в нуль 

нев’язок 

 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾[𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 (5) 
де xk,v, v=1, 2, …, l — вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l 

частин (підвідрізків). Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно 

Сi,1, Сi,2,…, Сi,m. 

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно 

представляти у виді деякого поліному 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  

де 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) — лінійно незалежні координатні функції. 

Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I 

роду. Розглянемо варіант методу колокації з використанням кусково-гладких 

поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних рівнянь Вольтера 

першого роду. 

 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]. (1) 

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані 

розв’язки 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 представляються у вигляді функцій виду 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, (2) 
що залежать від вільних параметрів 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1 приймає наступний вид 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1],  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 (3) 

де 

 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘],  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1], (4) 

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 

наближеним розв’язком 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що отриманий попередньо для к–1 

ділянок. Початкові значення 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑎𝑎),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 шуканого розв’язку знаходяться 

яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими. 

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні 

параметри 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚, визначаються з умов перетворення в нуль 

нев’язок 

 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾[𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 (5) 
де xk,v, v=1, 2, …, l — вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l 

частин (підвідрізків). Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно 

Сi,1, Сi,2,…, Сi,m. 

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно 

представляти у виді деякого поліному 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  

де 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) — лінійно незалежні координатні функції. 

Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I 

роду. Розглянемо варіант методу колокації з використанням кусково-гладких 

поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних рівнянь Вольтера 

першого роду. 

 приймає 
наступний вид

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]. (1) 

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані 

розв’язки 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 представляються у вигляді функцій виду 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, (2) 
що залежать від вільних параметрів 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1 приймає наступний вид 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1],  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 (3) 

де 

 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘],  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1], (4) 

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 

наближеним розв’язком 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що отриманий попередньо для к–1 

ділянок. Початкові значення 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑎𝑎),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 шуканого розв’язку знаходяться 

яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими. 

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні 

параметри 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚, визначаються з умов перетворення в нуль 

нев’язок 

 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾[𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 (5) 
де xk,v, v=1, 2, …, l — вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l 

частин (підвідрізків). Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно 

Сi,1, Сi,2,…, Сi,m. 

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно 

представляти у виді деякого поліному 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  

де 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) — лінійно незалежні координатні функції. 

Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I 

роду. Розглянемо варіант методу колокації з використанням кусково-гладких 

поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних рівнянь Вольтера 

першого роду. 

                        (3)

де

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]. (1) 

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані 

розв’язки 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 представляються у вигляді функцій виду 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, (2) 
що залежать від вільних параметрів 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1 приймає наступний вид 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1],  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 (3) 

де 

 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘],  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1], (4) 

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 

наближеним розв’язком 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що отриманий попередньо для к–1 

ділянок. Початкові значення 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑎𝑎),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 шуканого розв’язку знаходяться 

яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими. 

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні 

параметри 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚, визначаються з умов перетворення в нуль 

нев’язок 

 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾[𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 (5) 
де xk,v, v=1, 2, …, l — вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l 

частин (підвідрізків). Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно 

Сi,1, Сi,2,…, Сi,m. 

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно 

представляти у виді деякого поліному 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  

де 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) — лінійно незалежні координатні функції. 

Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I 

роду. Розглянемо варіант методу колокації з використанням кусково-гладких 

поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних рівнянь Вольтера 

першого роду. 

                                (4)

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]. (1) 

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані 

розв’язки 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 представляються у вигляді функцій виду 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, (2) 
що залежать від вільних параметрів 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1 приймає наступний вид 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1],  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 (3) 

де 

 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘],  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1], (4) 

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 

наближеним розв’язком 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що отриманий попередньо для к–1 

ділянок. Початкові значення 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑎𝑎),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 шуканого розв’язку знаходяться 

яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими. 

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні 

параметри 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚, визначаються з умов перетворення в нуль 

нев’язок 

 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾[𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 (5) 
де xk,v, v=1, 2, …, l — вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l 

частин (підвідрізків). Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно 

Сi,1, Сi,2,…, Сi,m. 

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно 

представляти у виді деякого поліному 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  

де 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) — лінійно незалежні координатні функції. 

Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I 

роду. Розглянемо варіант методу колокації з використанням кусково-гладких 

поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних рівнянь Вольтера 

першого роду. 

 наближеним розв’язком 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]. (1) 

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані 

розв’язки 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 представляються у вигляді функцій виду 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, (2) 
що залежать від вільних параметрів 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1 приймає наступний вид 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1],  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 (3) 

де 

 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘],  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1], (4) 

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 

наближеним розв’язком 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що отриманий попередньо для к–1 

ділянок. Початкові значення 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑎𝑎),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 шуканого розв’язку знаходяться 

яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими. 

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні 

параметри 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚, визначаються з умов перетворення в нуль 

нев’язок 

 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾[𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 (5) 
де xk,v, v=1, 2, …, l — вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l 

частин (підвідрізків). Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно 

Сi,1, Сi,2,…, Сi,m. 

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно 

представляти у виді деякого поліному 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  

де 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) — лінійно незалежні координатні функції. 

Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I 

роду. Розглянемо варіант методу колокації з використанням кусково-гладких 

поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних рівнянь Вольтера 

першого роду. 

, що отриманий попередньо для к–1 ділянок. Початкові значення 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]. (1) 

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані 

розв’язки 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 представляються у вигляді функцій виду 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, (2) 
що залежать від вільних параметрів 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1 приймає наступний вид 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1],  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 (3) 

де 

 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘],  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1], (4) 

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 

наближеним розв’язком 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що отриманий попередньо для к–1 

ділянок. Початкові значення 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑎𝑎),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 шуканого розв’язку знаходяться 

яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими. 

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні 

параметри 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚, визначаються з умов перетворення в нуль 

нев’язок 

 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾[𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 (5) 
де xk,v, v=1, 2, …, l — вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l 

частин (підвідрізків). Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно 

Сi,1, Сi,2,…, Сi,m. 

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно 

представляти у виді деякого поліному 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  

де 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) — лінійно незалежні координатні функції. 

Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I 

роду. Розглянемо варіант методу колокації з використанням кусково-гладких 

поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних рівнянь Вольтера 

першого роду. 

 шуканого 
розв’язку знаходяться яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими.

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні параметри 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]. (1) 

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані 

розв’язки 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 представляються у вигляді функцій виду 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, (2) 
що залежать від вільних параметрів 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1 приймає наступний вид 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1],  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 (3) 

де 

 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘],  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1], (4) 

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 

наближеним розв’язком 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що отриманий попередньо для к–1 

ділянок. Початкові значення 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑎𝑎),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 шуканого розв’язку знаходяться 

яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими. 

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні 

параметри 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚, визначаються з умов перетворення в нуль 

нев’язок 

 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾[𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 (5) 
де xk,v, v=1, 2, …, l — вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l 

частин (підвідрізків). Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно 

Сi,1, Сi,2,…, Сi,m. 

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно 

представляти у виді деякого поліному 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  

де 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) — лінійно незалежні координатні функції. 

Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I 

роду. Розглянемо варіант методу колокації з використанням кусково-гладких 

поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних рівнянь Вольтера 

першого роду. 

, 
визначаються з умов перетворення в нуль нев’язок

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]. (1) 

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані 

розв’язки 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 представляються у вигляді функцій виду 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, (2) 
що залежать від вільних параметрів 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1 приймає наступний вид 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1],  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 (3) 

де 

 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘],  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1], (4) 

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 

наближеним розв’язком 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що отриманий попередньо для к–1 

ділянок. Початкові значення 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑎𝑎),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 шуканого розв’язку знаходяться 

яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими. 

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні 

параметри 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚, визначаються з умов перетворення в нуль 

нев’язок 

 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾[𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 (5) 
де xk,v, v=1, 2, …, l — вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l 

частин (підвідрізків). Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно 

Сi,1, Сi,2,…, Сi,m. 

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно 

представляти у виді деякого поліному 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  

де 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) — лінійно незалежні координатні функції. 

Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I 

роду. Розглянемо варіант методу колокації з використанням кусково-гладких 

поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних рівнянь Вольтера 

першого роду. 

              (5)

де xk,v, v=1, 2, …, l – вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l частин (підвідрізків).  
Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно Сi,1, Сi,2,…, Сi,m.

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно представляти у виді деякого поліному

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]. (1) 

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані 

розв’язки 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 представляються у вигляді функцій виду 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, (2) 
що залежать від вільних параметрів 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1 приймає наступний вид 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1],  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 (3) 

де 

 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘],  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1], (4) 

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 

наближеним розв’язком 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що отриманий попередньо для к–1 

ділянок. Початкові значення 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑎𝑎),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 шуканого розв’язку знаходяться 

яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими. 

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні 

параметри 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚, визначаються з умов перетворення в нуль 

нев’язок 

 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾[𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 (5) 
де xk,v, v=1, 2, …, l — вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l 

частин (підвідрізків). Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно 

Сi,1, Сi,2,…, Сi,m. 

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно 

представляти у виді деякого поліному 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  

де 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) — лінійно незалежні координатні функції. 

Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I 

роду. Розглянемо варіант методу колокації з використанням кусково-гладких 

поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних рівнянь Вольтера 

першого роду. 

де 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠, 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]. (1) 

Проміжок [a, b] розбиваєм на M ділянок, на кожному з яких шукані 

розв’язки 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 представляються у вигляді функцій виду 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, (2) 
що залежать від вільних параметрів 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖 ,  𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚. 

Система рівнянь, що розв’язується, на кожній (k+1)–й ділянці 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1 приймає наступний вид 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) − 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1],  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 (3) 

де 

 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘],  𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1], (4) 

що завжди може бути обчислений за відомим на проміжку 𝑎𝑎𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 

наближеним розв’язком 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що отриманий попередньо для к–1 

ділянок. Початкові значення 𝑦𝑦𝑦𝑦𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑎𝑎𝑎𝑎),  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛 шуканого розв’язку знаходяться 

яким-небудь допоміжним способом або вважаються заданими. 

Для розв’язання рівнянь (3) використовується вираз (2), а вільні 

параметри 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛,  𝑟𝑟𝑟𝑟 = 1,𝑚𝑚𝑚𝑚, визначаються з умов перетворення в нуль 

нев’язок 

 𝜀𝜀𝜀𝜀(𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) = ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾[𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,Ф𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑠𝑠,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,2, … ,𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑚𝑚𝑚𝑚)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 − 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣) + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 (5) 
де xk,v, v=1, 2, …, l — вузли, що відповідають розбиттю відрізку [xk, xk+1] на l 

частин (підвідрізків). Вираз (5) представляє собою систему m рівнянь відносно 

Сi,1, Сi,2,…, Сi,m. 

Для зручності обчислень шуканий розв’язок на ділянці доцільно 

представляти у виді деякого поліному 

 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,  

де 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) — лінійно незалежні координатні функції. 

Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I 

роду. Розглянемо варіант методу колокації з використанням кусково-гладких 

поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних рівнянь Вольтера 

першого роду. 

 – лінійно незалежні координатні функції.
Застосування кусково-гладких поліномів до розв’язання СІРВ I роду. Розглянемо варіант мето-

ду колокації з використанням кусково-гладких поліномів стосовно розв’язання системи інтегральних 
рівнянь Вольтера першого роду.

На проміжку інтегрування [a, b] виділені вузли На проміжку інтегрування [a, b] виділені вузли 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑣𝑣𝑣𝑣)ℎ + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑣𝑣𝑣𝑣 =

0, 𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1, де індекс k відповідає (k+1)-ій ділянці (відрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1), а індекс j — підвідрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖+1 всередині ділянки; l≥1 — 

кількість підвідрізків; при цьому 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1,0; 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Обчислення наближених значень функцій будемо шукати за допомогою 

кусково-гладких поліномів 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що застосовуються на 

ділянках з поліномів виду 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘+1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, … ,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1. (6) 
Вважаючи 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], отримаємо: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝑙𝑙). 
Будемо вважати відомими значення Pi,0(x0,0)=yi,0 (yi,0=yi(a)), i=1, 2, …, n. 

Тоді на першій ділянці наближений розв’язок рівняння (1) приймає вигляд 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,0,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 . (7) 

Підставивши (7) в рівняння (1) для фіксованих значень 𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣,𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, 

отримаємо систему 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, (8) 

яка після обчислення інтегралів представляє собою систему в загальному 

випадку нелінійних рівнянь відносно коефіцієнтів Сi,0,1,…,Сi,0,m, знаходження 

яких дозволяє отримати Pi,0(x). 

Наближений розв’язок на другій ділянці знаходимо за формулою 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥1,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (9) 
де значення Pi,1(x1,0) відомі з обчислень на попередньому кроці: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛. 
Після підстановки (9) в систему рівнянь (3), отримуємо систему рівнянь 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,1
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1� − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 

∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,2
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥1,2) − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (10) 

<<Eqn001.eps>><<Eqn002.eps>>  
де <<Eqn003.eps>>, що дозволяє знайти значення Сi,k,1, Сi,k,2,…,Сi,k,m, 
<<Eqn004.eps>>, в загальному випадку використовується вираз 
 <<Eqn005.eps>>, (11) 
де 

На проміжку інтегрування [a, b] виділені вузли 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑣𝑣𝑣𝑣)ℎ + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑣𝑣𝑣𝑣 =

0, 𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1, де індекс k відповідає (k+1)-ій ділянці (відрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1), а індекс j — підвідрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖+1 всередині ділянки; l≥1 — 

кількість підвідрізків; при цьому 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1,0; 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Обчислення наближених значень функцій будемо шукати за допомогою 

кусково-гладких поліномів 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що застосовуються на 

ділянках з поліномів виду 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘+1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, … ,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1. (6) 
Вважаючи 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], отримаємо: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝑙𝑙). 
Будемо вважати відомими значення Pi,0(x0,0)=yi,0 (yi,0=yi(a)), i=1, 2, …, n. 

Тоді на першій ділянці наближений розв’язок рівняння (1) приймає вигляд 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,0,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 . (7) 

Підставивши (7) в рівняння (1) для фіксованих значень 𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣,𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, 

отримаємо систему 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, (8) 

яка після обчислення інтегралів представляє собою систему в загальному 

випадку нелінійних рівнянь відносно коефіцієнтів Сi,0,1,…,Сi,0,m, знаходження 

яких дозволяє отримати Pi,0(x). 

Наближений розв’язок на другій ділянці знаходимо за формулою 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥1,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (9) 
де значення Pi,1(x1,0) відомі з обчислень на попередньому кроці: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛. 
Після підстановки (9) в систему рівнянь (3), отримуємо систему рівнянь 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,1
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1� − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 

∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,2
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥1,2) − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (10) 

<<Eqn001.eps>><<Eqn002.eps>>  
де <<Eqn003.eps>>, що дозволяє знайти значення Сi,k,1, Сi,k,2,…,Сi,k,m, 
<<Eqn004.eps>>, в загальному випадку використовується вираз 
 <<Eqn005.eps>>, (11) 
де 

, де індекс k відпо-
відає (k+1)-ій ділянці (відрізку 

На проміжку інтегрування [a, b] виділені вузли 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑣𝑣𝑣𝑣)ℎ + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑣𝑣𝑣𝑣 =

0, 𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1, де індекс k відповідає (k+1)-ій ділянці (відрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1), а індекс j — підвідрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖+1 всередині ділянки; l≥1 — 

кількість підвідрізків; при цьому 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1,0; 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Обчислення наближених значень функцій будемо шукати за допомогою 

кусково-гладких поліномів 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що застосовуються на 

ділянках з поліномів виду 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘+1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, … ,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1. (6) 
Вважаючи 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], отримаємо: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝑙𝑙). 
Будемо вважати відомими значення Pi,0(x0,0)=yi,0 (yi,0=yi(a)), i=1, 2, …, n. 

Тоді на першій ділянці наближений розв’язок рівняння (1) приймає вигляд 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,0,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 . (7) 

Підставивши (7) в рівняння (1) для фіксованих значень 𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣,𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, 

отримаємо систему 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, (8) 

яка після обчислення інтегралів представляє собою систему в загальному 

випадку нелінійних рівнянь відносно коефіцієнтів Сi,0,1,…,Сi,0,m, знаходження 

яких дозволяє отримати Pi,0(x). 

Наближений розв’язок на другій ділянці знаходимо за формулою 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥1,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (9) 
де значення Pi,1(x1,0) відомі з обчислень на попередньому кроці: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛. 
Після підстановки (9) в систему рівнянь (3), отримуємо систему рівнянь 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,1
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1� − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 

∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,2
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥1,2) − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (10) 

<<Eqn001.eps>><<Eqn002.eps>>  
де <<Eqn003.eps>>, що дозволяє знайти значення Сi,k,1, Сi,k,2,…,Сi,k,m, 
<<Eqn004.eps>>, в загальному випадку використовується вираз 
 <<Eqn005.eps>>, (11) 
де 

На проміжку інтегрування [a, b] виділені вузли 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑣𝑣𝑣𝑣)ℎ + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑣𝑣𝑣𝑣 =

0, 𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1, де індекс k відповідає (k+1)-ій ділянці (відрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1), а індекс j — підвідрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖+1 всередині ділянки; l≥1 — 

кількість підвідрізків; при цьому 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1,0; 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Обчислення наближених значень функцій будемо шукати за допомогою 

кусково-гладких поліномів 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що застосовуються на 

ділянках з поліномів виду 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘+1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, … ,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1. (6) 
Вважаючи 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], отримаємо: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝑙𝑙). 
Будемо вважати відомими значення Pi,0(x0,0)=yi,0 (yi,0=yi(a)), i=1, 2, …, n. 

Тоді на першій ділянці наближений розв’язок рівняння (1) приймає вигляд 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,0,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 . (7) 

Підставивши (7) в рівняння (1) для фіксованих значень 𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣,𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, 

отримаємо систему 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, (8) 

яка після обчислення інтегралів представляє собою систему в загальному 

випадку нелінійних рівнянь відносно коефіцієнтів Сi,0,1,…,Сi,0,m, знаходження 

яких дозволяє отримати Pi,0(x). 

Наближений розв’язок на другій ділянці знаходимо за формулою 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥1,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (9) 
де значення Pi,1(x1,0) відомі з обчислень на попередньому кроці: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛. 
Після підстановки (9) в систему рівнянь (3), отримуємо систему рівнянь 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,1
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1� − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 

∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,2
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥1,2) − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (10) 

<<Eqn001.eps>><<Eqn002.eps>>  
де <<Eqn003.eps>>, що дозволяє знайти значення Сi,k,1, Сi,k,2,…,Сi,k,m, 
<<Eqn004.eps>>, в загальному випадку використовується вираз 
 <<Eqn005.eps>>, (11) 
де 

 а індекс j – підвідрізку  всередині ділянки; l≥1 – кіль-
кість підвідрізків; при цьому 

На проміжку інтегрування [a, b] виділені вузли 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑣𝑣𝑣𝑣)ℎ + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑣𝑣𝑣𝑣 =

0, 𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1, де індекс k відповідає (k+1)-ій ділянці (відрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1), а індекс j — підвідрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖+1 всередині ділянки; l≥1 — 

кількість підвідрізків; при цьому 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1,0; 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Обчислення наближених значень функцій будемо шукати за допомогою 

кусково-гладких поліномів 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що застосовуються на 

ділянках з поліномів виду 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘+1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, … ,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1. (6) 
Вважаючи 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], отримаємо: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝑙𝑙). 
Будемо вважати відомими значення Pi,0(x0,0)=yi,0 (yi,0=yi(a)), i=1, 2, …, n. 

Тоді на першій ділянці наближений розв’язок рівняння (1) приймає вигляд 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,0,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 . (7) 

Підставивши (7) в рівняння (1) для фіксованих значень 𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣,𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, 

отримаємо систему 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, (8) 

яка після обчислення інтегралів представляє собою систему в загальному 

випадку нелінійних рівнянь відносно коефіцієнтів Сi,0,1,…,Сi,0,m, знаходження 

яких дозволяє отримати Pi,0(x). 

Наближений розв’язок на другій ділянці знаходимо за формулою 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥1,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (9) 
де значення Pi,1(x1,0) відомі з обчислень на попередньому кроці: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛. 
Після підстановки (9) в систему рівнянь (3), отримуємо систему рівнянь 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,1
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1� − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 

∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,2
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥1,2) − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (10) 

<<Eqn001.eps>><<Eqn002.eps>>  
де <<Eqn003.eps>>, що дозволяє знайти значення Сi,k,1, Сi,k,2,…,Сi,k,m, 
<<Eqn004.eps>>, в загальному випадку використовується вираз 
 <<Eqn005.eps>>, (11) 
де 

.
Обчислення наближених значень функцій будемо шукати за допомогою кусково-гладких поліномів 

, що застосовуються на ділянках з поліномів виду

На проміжку інтегрування [a, b] виділені вузли 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑣𝑣𝑣𝑣)ℎ + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑣𝑣𝑣𝑣 =

0, 𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1, де індекс k відповідає (k+1)-ій ділянці (відрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1), а індекс j — підвідрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖+1 всередині ділянки; l≥1 — 

кількість підвідрізків; при цьому 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1,0; 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Обчислення наближених значень функцій будемо шукати за допомогою 

кусково-гладких поліномів 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що застосовуються на 

ділянках з поліномів виду 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘+1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, … ,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1. (6) 
Вважаючи 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], отримаємо: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝑙𝑙). 
Будемо вважати відомими значення Pi,0(x0,0)=yi,0 (yi,0=yi(a)), i=1, 2, …, n. 

Тоді на першій ділянці наближений розв’язок рівняння (1) приймає вигляд 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,0,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 . (7) 

Підставивши (7) в рівняння (1) для фіксованих значень 𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣,𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, 

отримаємо систему 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, (8) 

яка після обчислення інтегралів представляє собою систему в загальному 

випадку нелінійних рівнянь відносно коефіцієнтів Сi,0,1,…,Сi,0,m, знаходження 

яких дозволяє отримати Pi,0(x). 

Наближений розв’язок на другій ділянці знаходимо за формулою 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥1,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (9) 
де значення Pi,1(x1,0) відомі з обчислень на попередньому кроці: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛. 
Після підстановки (9) в систему рівнянь (3), отримуємо систему рівнянь 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,1
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1� − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 

∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,2
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥1,2) − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (10) 

<<Eqn001.eps>><<Eqn002.eps>>  
де <<Eqn003.eps>>, що дозволяє знайти значення Сi,k,1, Сi,k,2,…,Сi,k,m, 
<<Eqn004.eps>>, в загальному випадку використовується вираз 
 <<Eqn005.eps>>, (11) 
де 

                                    (6)

Вважаючи 

На проміжку інтегрування [a, b] виділені вузли 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑣𝑣𝑣𝑣)ℎ + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑣𝑣𝑣𝑣 =

0, 𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1, де індекс k відповідає (k+1)-ій ділянці (відрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1), а індекс j — підвідрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖+1 всередині ділянки; l≥1 — 

кількість підвідрізків; при цьому 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1,0; 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Обчислення наближених значень функцій будемо шукати за допомогою 

кусково-гладких поліномів 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що застосовуються на 

ділянках з поліномів виду 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘+1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, … ,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1. (6) 
Вважаючи 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], отримаємо: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝑙𝑙). 
Будемо вважати відомими значення Pi,0(x0,0)=yi,0 (yi,0=yi(a)), i=1, 2, …, n. 

Тоді на першій ділянці наближений розв’язок рівняння (1) приймає вигляд 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,0,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 . (7) 

Підставивши (7) в рівняння (1) для фіксованих значень 𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣,𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, 

отримаємо систему 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, (8) 

яка після обчислення інтегралів представляє собою систему в загальному 

випадку нелінійних рівнянь відносно коефіцієнтів Сi,0,1,…,Сi,0,m, знаходження 

яких дозволяє отримати Pi,0(x). 

Наближений розв’язок на другій ділянці знаходимо за формулою 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥1,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (9) 
де значення Pi,1(x1,0) відомі з обчислень на попередньому кроці: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛. 
Після підстановки (9) в систему рівнянь (3), отримуємо систему рівнянь 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,1
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1� − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 

∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,2
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥1,2) − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (10) 

<<Eqn001.eps>><<Eqn002.eps>>  
де <<Eqn003.eps>>, що дозволяє знайти значення Сi,k,1, Сi,k,2,…,Сi,k,m, 
<<Eqn004.eps>>, в загальному випадку використовується вираз 
 <<Eqn005.eps>>, (11) 
де 

, отримаємо:

На проміжку інтегрування [a, b] виділені вузли 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑣𝑣𝑣𝑣)ℎ + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑣𝑣𝑣𝑣 =

0, 𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1, де індекс k відповідає (k+1)-ій ділянці (відрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1), а індекс j — підвідрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖+1 всередині ділянки; l≥1 — 

кількість підвідрізків; при цьому 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1,0; 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Обчислення наближених значень функцій будемо шукати за допомогою 

кусково-гладких поліномів 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що застосовуються на 

ділянках з поліномів виду 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘+1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, … ,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1. (6) 
Вважаючи 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], отримаємо: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝑙𝑙). 
Будемо вважати відомими значення Pi,0(x0,0)=yi,0 (yi,0=yi(a)), i=1, 2, …, n. 

Тоді на першій ділянці наближений розв’язок рівняння (1) приймає вигляд 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,0,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 . (7) 

Підставивши (7) в рівняння (1) для фіксованих значень 𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣,𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, 

отримаємо систему 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, (8) 

яка після обчислення інтегралів представляє собою систему в загальному 

випадку нелінійних рівнянь відносно коефіцієнтів Сi,0,1,…,Сi,0,m, знаходження 

яких дозволяє отримати Pi,0(x). 

Наближений розв’язок на другій ділянці знаходимо за формулою 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥1,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (9) 
де значення Pi,1(x1,0) відомі з обчислень на попередньому кроці: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛. 
Після підстановки (9) в систему рівнянь (3), отримуємо систему рівнянь 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,1
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1� − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 

∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,2
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥1,2) − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (10) 

<<Eqn001.eps>><<Eqn002.eps>>  
де <<Eqn003.eps>>, що дозволяє знайти значення Сi,k,1, Сi,k,2,…,Сi,k,m, 
<<Eqn004.eps>>, в загальному випадку використовується вираз 
 <<Eqn005.eps>>, (11) 
де 

.
Будемо вважати відомими значення Pi,0(x0,0)=yi,0 (yi,0=yi(a)), i=1, 2, …, n. Тоді на першій ділянці набли-

жений розв’язок рівняння (1) приймає вигляд

На проміжку інтегрування [a, b] виділені вузли 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑣𝑣𝑣𝑣)ℎ + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑣𝑣𝑣𝑣 =

0, 𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1, де індекс k відповідає (k+1)-ій ділянці (відрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1), а індекс j — підвідрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖+1 всередині ділянки; l≥1 — 

кількість підвідрізків; при цьому 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1,0; 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Обчислення наближених значень функцій будемо шукати за допомогою 

кусково-гладких поліномів 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що застосовуються на 

ділянках з поліномів виду 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘+1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, … ,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1. (6) 
Вважаючи 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], отримаємо: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝑙𝑙). 
Будемо вважати відомими значення Pi,0(x0,0)=yi,0 (yi,0=yi(a)), i=1, 2, …, n. 

Тоді на першій ділянці наближений розв’язок рівняння (1) приймає вигляд 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,0,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 . (7) 

Підставивши (7) в рівняння (1) для фіксованих значень 𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣,𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, 

отримаємо систему 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, (8) 

яка після обчислення інтегралів представляє собою систему в загальному 

випадку нелінійних рівнянь відносно коефіцієнтів Сi,0,1,…,Сi,0,m, знаходження 

яких дозволяє отримати Pi,0(x). 

Наближений розв’язок на другій ділянці знаходимо за формулою 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥1,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (9) 
де значення Pi,1(x1,0) відомі з обчислень на попередньому кроці: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛. 
Після підстановки (9) в систему рівнянь (3), отримуємо систему рівнянь 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,1
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1� − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 

∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,2
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥1,2) − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (10) 

<<Eqn001.eps>><<Eqn002.eps>>  
де <<Eqn003.eps>>, що дозволяє знайти значення Сi,k,1, Сi,k,2,…,Сi,k,m, 
<<Eqn004.eps>>, в загальному випадку використовується вираз 
 <<Eqn005.eps>>, (11) 
де 

                                                               (7)

Підставивши (7) в рівняння (1) для фіксованих значень , отримаємо систему

На проміжку інтегрування [a, b] виділені вузли 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑣𝑣𝑣𝑣)ℎ + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑣𝑣𝑣𝑣 =

0, 𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1, де індекс k відповідає (k+1)-ій ділянці (відрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1), а індекс j — підвідрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖+1 всередині ділянки; l≥1 — 

кількість підвідрізків; при цьому 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1,0; 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Обчислення наближених значень функцій будемо шукати за допомогою 

кусково-гладких поліномів 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що застосовуються на 

ділянках з поліномів виду 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘+1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, … ,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1. (6) 
Вважаючи 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], отримаємо: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝑙𝑙). 
Будемо вважати відомими значення Pi,0(x0,0)=yi,0 (yi,0=yi(a)), i=1, 2, …, n. 

Тоді на першій ділянці наближений розв’язок рівняння (1) приймає вигляд 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,0,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 . (7) 

Підставивши (7) в рівняння (1) для фіксованих значень 𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣,𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, 

отримаємо систему 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, (8) 

яка після обчислення інтегралів представляє собою систему в загальному 

випадку нелінійних рівнянь відносно коефіцієнтів Сi,0,1,…,Сi,0,m, знаходження 

яких дозволяє отримати Pi,0(x). 

Наближений розв’язок на другій ділянці знаходимо за формулою 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥1,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (9) 
де значення Pi,1(x1,0) відомі з обчислень на попередньому кроці: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛. 
Після підстановки (9) в систему рівнянь (3), отримуємо систему рівнянь 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,1
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1� − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 

∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,2
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥1,2) − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (10) 

<<Eqn001.eps>><<Eqn002.eps>>  
де <<Eqn003.eps>>, що дозволяє знайти значення Сi,k,1, Сi,k,2,…,Сi,k,m, 
<<Eqn004.eps>>, в загальному випадку використовується вираз 
 <<Eqn005.eps>>, (11) 
де 

                                                       (8)

яка після обчислення інтегралів представляє собою систему в загальному випадку нелінійних рівнянь 
відносно коефіцієнтів Сi,0,1,…,Сi,0,m, знаходження яких дозволяє отримати Pi,0(x).
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Наближений розв’язок на другій ділянці знаходимо за формулою

На проміжку інтегрування [a, b] виділені вузли 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑣𝑣𝑣𝑣)ℎ + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑣𝑣𝑣𝑣 =

0, 𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1, де індекс k відповідає (k+1)-ій ділянці (відрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1), а індекс j — підвідрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖+1 всередині ділянки; l≥1 — 

кількість підвідрізків; при цьому 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1,0; 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Обчислення наближених значень функцій будемо шукати за допомогою 

кусково-гладких поліномів 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що застосовуються на 

ділянках з поліномів виду 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘+1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, … ,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1. (6) 
Вважаючи 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], отримаємо: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝑙𝑙). 
Будемо вважати відомими значення Pi,0(x0,0)=yi,0 (yi,0=yi(a)), i=1, 2, …, n. 

Тоді на першій ділянці наближений розв’язок рівняння (1) приймає вигляд 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,0,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 . (7) 

Підставивши (7) в рівняння (1) для фіксованих значень 𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣,𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, 

отримаємо систему 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, (8) 

яка після обчислення інтегралів представляє собою систему в загальному 

випадку нелінійних рівнянь відносно коефіцієнтів Сi,0,1,…,Сi,0,m, знаходження 

яких дозволяє отримати Pi,0(x). 

Наближений розв’язок на другій ділянці знаходимо за формулою 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥1,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (9) 
де значення Pi,1(x1,0) відомі з обчислень на попередньому кроці: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛. 
Після підстановки (9) в систему рівнянь (3), отримуємо систему рівнянь 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,1
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1� − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 

∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,2
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥1,2) − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (10) 

<<Eqn001.eps>><<Eqn002.eps>>  
де <<Eqn003.eps>>, що дозволяє знайти значення Сi,k,1, Сi,k,2,…,Сi,k,m, 
<<Eqn004.eps>>, в загальному випадку використовується вираз 
 <<Eqn005.eps>>, (11) 
де 

,                                                                         (9)
де значення Pi,1(x1,0) відомі з обчислень на попередньому кроці:

Після підстановки (9) в систему рівнянь (3), отримуємо систему рівнянь

На проміжку інтегрування [a, b] виділені вузли 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑣𝑣𝑣𝑣 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑣𝑣𝑣𝑣)ℎ + 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑣𝑣𝑣𝑣 =

0, 𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1, де індекс k відповідає (k+1)-ій ділянці (відрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤

𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1), а індекс j — підвідрізку 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑖𝑖𝑖𝑖+1 всередині ділянки; l≥1 — 

кількість підвідрізків; при цьому 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑙𝑙𝑙𝑙 = 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘+1,0; 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0 = 𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Обчислення наближених значень функцій будемо шукати за допомогою 

кусково-гладких поліномів 𝑦𝑦𝑦𝑦�𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, що застосовуються на 

ділянках з поліномів виду 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘+1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 ,𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0,1, … ,𝑀𝑀𝑀𝑀 − 1. (6) 
Вважаючи 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], отримаємо: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑘𝑘−1(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝑙𝑙). 
Будемо вважати відомими значення Pi,0(x0,0)=yi,0 (yi,0=yi(a)), i=1, 2, …, n. 

Тоді на першій ділянці наближений розв’язок рівняння (1) приймає вигляд 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,0,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 . (7) 

Підставивши (7) в рівняння (1) для фіксованих значень 𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣,𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, 

отримаємо систему 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣
𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑣𝑣𝑣𝑣), 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛, 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘, (8) 

яка після обчислення інтегралів представляє собою систему в загальному 

випадку нелінійних рівнянь відносно коефіцієнтів Сi,0,1,…,Сi,0,m, знаходження 

яких дозволяє отримати Pi,0(x). 

Наближений розв’язок на другій ділянці знаходимо за формулою 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥1,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (9) 
де значення Pi,1(x1,0) відомі з обчислень на попередньому кроці: 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑥𝑥𝑥𝑥1,0) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚) = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑥𝑥𝑥𝑥0,0) + ∑ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖,1,𝑗𝑗𝑗𝑗

𝑖𝑖𝑖𝑖!
(𝑥𝑥𝑥𝑥0,𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑥𝑥𝑥𝑥0,0)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1,𝑛𝑛𝑛𝑛. 
Після підстановки (9) в систему рівнянь (3), отримуємо систему рівнянь 

 ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,1
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1� − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,1, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , 

∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,1(𝑠𝑠𝑠𝑠)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,2
𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 = 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥1,2) − ∑ ∫ 𝐾𝐾𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖[𝑥𝑥𝑥𝑥1,2, 𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑃𝑃𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖,0(𝑠𝑠𝑠𝑠)]𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑥𝑥1,0

𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1 , (10) 
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Для системи лінійних інтегральних рівнянь типу Вольтера (СЛІРВ) II роду
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Алгоритмічне та програмне забезпечення. На рис. 1 наве-
дено алгоритм розв’язання СЛІРВ I роду методом колокації з ви-
користанням кусково-гладких поліномів.

Вхідними параметрами алгоритму є: 
x – вузли апроксимаційної сітки, 
mm – степінь полінома, 
K – ядра інтегрального рівняння,
f – праві частини інтегрального рівняння,
y0 – початкові умови.

Реалізацію алгоритму виконано в системі комп’ютерної мате-
матики MATLAB у вигляді функції slvie1colloc. 

Можливі інтерфейси програми slvie1colloc:
1. y=slvie1colloc(x, mm, K, f).
2. y=slvie1colloc(x, mm, K, f, y0).
Вхідними параметрами програми є: 

x – вектор чисел, що задають вузли апроксимаційної сітки, 
mm – число, що задає степінь полінома, 
K – ядра інтегрального рівняння, що можуть бути задані в двох фор-
мах: а) двовимірний масив аналітичних виразів функцій у вигляді 
анонімних функцій MATLAB, що представляють ядра інтегрального 
рівняння, б) чотирьох-вимірний масив значень ядер інтегрального 
рівняння у вузлах xi  апроксимаційної сітки;
f – праві частини інтегрального рівняння, що можуть бути задані 
в двох формах: а) вектору аналітичних виразів функцій у вигляді 
анонімних функцій MATLAB, б) двовимірного масиву, що містить 
числові значення функцій fi  у вузлах xi .

Початок

Формування 
початкових 

даних

i = 0

Розв’язання 
СЛАР відносно 
коефіцієнтів Pjk

i = i + 1

Вивід 
значень yij

Кінець

Обчислення правих 
частин СЛАР

Обчислення 
коефіцієнтів лівої 

частини СЛАР

Обчислення значень 
шуканих функцій Yij

i < n+

—

Номер 
відрізку 
апроксимації

 
Рис. 1. Алгоритм розв’язання СЛІРВ  

I роду методом колокації  
з використанням кусково-гладких 

поліномів
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y0 (опціонально) – вектор чисел, що задають значення початкових умов (за замовчанням вектор 
містить нулі).

Програма виконує перевірку вхідних даних. При некоректних значеннях виводиться помилка з ко-
дом та робота програми припиняється. Можливі коди помилок зображені в таблиці 1.

Таблиця 1
Коди помилок в програмі slvie1colloc

Код 
помилки Умова Повідомлення

1 Перевіряється, чи вихідний параметр x є вектором, 
використовуючи вбудовану функцію isvector системи MATLAB x повинен бути вектором

2 Перевіряється, чи вихідний параметр y0 є вектором, 
використовуючи вбудовану функцію isvector системи MATLAB y0 повинен бути вектором

3

Порівнюється розмірність масиву K за виміром 1 та виміром 2 
з допомогою виразу:
size(K,1)~=size(K,2),

де size – функція MATLAB, що повертає розмірність масиву за 
заданим виміром.

K повинна бути квадратною 
матрицею

4 Порівнюється розмірність масивів K та F за першим виміром:
size(K,1)~=size(F,1)

Вимірність масиву К повинна 
співпадати з довжиною вектору f

5 Порівнюється розмірність масивів y0 та F за першим виміром:
size(y0,1)~=size(F,1)

Вимірність масиву y0 повинна 
співпадати з довжиною вектору f

В результаті виконання програми повертається масив y чисел, що є значеннями шуканих функцій 
yr. Масив має розмірність [m, n] де m – розмірність системи інтегральних рівнянь (кількість невідомих 
функцій), n – довжина вектору x (кількість вузлів апроксимаційної сітки).

Обчислювальний експеримент. Розглянемо систему лінійних інтегральних рівнянь Вольтера I роду:
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∫
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



                                                             (13)

з точним розв’язком
y x x y x xT T

1 2( ) = ( ) =sin , cos .                                                                         (14)
Визначимо наступні вхідні дані: [0, 4π] – інтервал інтегрування, 40 – кількість підвідрізків, 2 – сте-

пінь поліному. Графіки точного та обчисленого розв’язків системи показані на рисунках 2, 3. Похибки 
обчислень зображено на рисунках 4, 5.

 

Рис. 2. Графіки точного (–) та обчисленого (*) розв’язків рівняння (13) методом колокації  
за формулами (11)–(12) (функція 1)



78 Інформаційні технології та суспільство. Випуск 1 (7). 2023

Інформаційні технології та суспільство. Випуск 1 (7). 2023

 
Рис. 3. Графіки точного (–) та обчисленого (*) розв’язків рівняння (13) методом колокації  

за формулами (11)–(12) (функція 2)

 
Рис. 4. Абсолютна похибка розв’язання системи (13) за формулою (11) (функція 1)

 

Рис. 5. Абсолютна похибка розв’язання системи (13) за формулою (11) (функція 2)
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Висновки. Розглянуто застосування методу колокації до розв’язання систем інтегральних рівнянь 
Вольтера I роду. Даний тип моделей може бути ефективно використано при дослідженні багатозв’яз-
них динамічних систем. Запропонований алгоритм та його програмна реалізація в системі MATLAB для 
наближеного числового розв’язання використовує кусково-гладкі поліноми. Проведений обчислю-
вальний експеримент продемонстрував дієвість запропонованих рішень. Абсолютна похибка обчис-
лень для розглянутої моделі у вигляді системи інтегральних рівнянь Вольтера I роду з ядром загально-
го виду при заданих параметрах на перевищила 3,5 * 10–3.
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